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Yo pregunto si es natural, si
es incluso prudente, que te has-
ties tu mismo y aburras a los
estudiantes.

Johann Wolfgang Goethe



PREFACIO

Durante muchas generaciones los Estados Unidos han
mantenido un plan de estudios casi invariable en las es-
cuelas primarias y secundarias. Este plan, al cual denomi-
naremos tradicional, se ensefia todavia en el 50 6 60 por 100
de las escuelas americanas. Un nuevo plan de estudios para
las escuelas primarias y secundarias ha sido elaborado y
ha tenido una aceptacién bastante amplia durante los ulti-
mos quince afios. Es el llamado plan de ensefianza de mate-
maticas modernas o de nueva matematica. Aunque son mu-
chos los grupos que han contribuido a elaborarlo, y sus
recomendaciones no han sido totalmente idénticas, creo que,
para el objetivo que nos proponemos, es conveniente dejar
de lado sus diferencias.

El trabajo experimental de todo tipo con respecto al
nuevo plan ya ha sido hecho. Se han escrito cientos de nue-
vos textos y millones de nifios y jévenes han sido y estan
siendo ensefiados con este nuevo material. Ademas se han
publicado varias docenas de libros que explican el nuevo
plan a los padres, maestros, directores, inspectores y otras
partes interesadas. El dinero, tiempo, energia e ideas inver-
tidos en este programa han sido considerables, atin mas:
enormes.

Las matemdticas ocupan el lugar principal en la escuela.
Los estudiantes consagran a las matematicas ocho afios en
la escuela primaria y de dos a cuatro afios en la secundaria.
Por otro lado, esta asignatura ha demostrado ser un obs-
taculo para que muchos estudiantes pudiesen completar sus
estudios en la escuela. Por tanto, es importante saber si el
nuevo plan ha mejorado realmente la ensefianza de las
matematicas y ha hecho verdaderamente esta asignatura mas
accesible para el estudiante.
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Ahora que el nuevo programa se ha estabilizado algo
y se aclara su naturaleza, parece posible y necesario decidir
si realmente se ha progresado. ¢Estdn nuestros ninos real-
mente mas preparados a causa de esta reforma a escala
nacional, tan pregonada? Ciertamente la educacion de nues-
tros nifios es demasiado importante para que aceptemos un
plan sin la menor critica sélo porque ha sido extensamente
promocionado y respaldado por muchos profesores de ma-
tematicas.

Hasta el presente el publico en general ha supuesto que
la profesion ya se ha manifestado al respecto y que el unico
problema es coémo extender la ensefianza del nuevo pro-
grama a muchas mas escuelas. Sin embargo, existen fuertes
diferencias de opinién por lo que se refiere a los méritos
de las innovaciones entre los matematicos profesionales y
los maestros. Todas las partes interesadas deben examinar
la eficacia del nuevo material para que las innovaciones no
se impongan cOmo una nueva ortodoxia a pesar de la ausen-
cia de toda evidencia cierta de que estas innovaciones supo-
nen auténticas mejoras. Esto es lo que propongo que
se haga.

Espero que el lector opinara, como yo, queé cualquier
libro que critica un determinado intento de reforma no
es ipso facto reaccionario. El plan tradicional tiene impor-
tantes defectos, que yo citaré. Necesita ser mejorado. Pero
me parece que solamente si tenemos el valor de admitir que
no se ha hecho un intento especial de reforma es posible
el verdadero progreso y puede adoptarse una actitud ver-
daderamente progresiva.

Estoy en deuda con mucha gente por sus valiosas criticas
y sugerencias, y especialmente con el profesor Fred V. Pohle,
de la Adelphi University; el profesor Alexander Calandra.
de la Washington University, y el Dr. George Grossman,
director de Matematicas en el City Board of Education de
Nueva York. También estoy en deuda con Mr. Thomas
McCormack, presidente de St. Marti'ns Press, no sélo por
sus criticas y sugerencias, sino por su aliento para publicar
este libro. Repetidas veces subray6 que la critica al progra-
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1. UNA MUESTRA DE LA MATEMATICA MODERNA

«... (Gran Dios! Me gustaria ser

un pagano amamantado en un credo gastado.
Asi podria... )
tener visiones que me hiciesen menos desvalido.»

William Wordsworth

Echemos un vistazo a una clase de matematicas moder-
nas. La maestra pregunta:

«¢Por qué es 2+ 3 =3+ 2?2»

Los estudiantes responden decididamente:

«Porque ambos son iguales a 5.»

«No —reprueba la profesora—, la respuesta correcta es:
porque se cumple la propiedad conmutativa de la suma.»

La siguiente pregunta es:

«;Por qué 9 + 2 = 11?»

De nuevo los estudiantes responden a la vez:

«9y 1son 10 y 1 mas son 11.»

«Falso —exclama la profesora—. La respuesta correcta
es que, por definicién de 2,

9+2=9+(1+1).
Pero como se cumple la propiedad asociativa de la suma,
94+ (14+1)=(9+1) + 1.
Ahora bien, 9 + 1 son 10, por definicién de 10, y 10 + 1
son 11 por definicién de 11.»

Evidentemente, la clase no lo estd haciendo muy bien,
asi que la maestra plantea una pregunta mas sencilla:
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«¢7 es un namero?»

A los estudiantes, desconcertados por la sencillez de la
pregunta, les cuesta trabajo creer que es necesario respon-
der; pero el habito de la pura obediencia les lleva a respon-
der afirmativamente. La maestra se horroriza.

«Si os pregunto quiénes sois, ¢qué responderiais?»

Los estudiantes, ahora, responden con cautela, pero uno,
mas valiente, contesta:

«Yo soy Roberto Fernandez.»

La maestra le mira con incredulidad y le dice con tono
de reprensidn:

«¢Quieres decir que tu eres el nombre Roberto Fernan-
dez? Desde luego que no. Tu eres una persona y tu nombre
es Roberto Fernandez. Volvamos ahora a mi pregunta ini-
cial: ¢7 es un namero? jClaro que no! Es el nombre de un
numero. 5+ 2, 6 + 1 y 8 — 1 son nombres del mismo nu-
mero. El simbolo 7 es un numeral del numero.»

La maestra se da cuenta de que los alumnos no aprecian
la diferencia e intenta otro camino. «¢Es el numero 3 la
mitad del namero 8?», pregunta. Y se responde a si misma:
«iDesde luego que no! Pero el numeral 3 es la mitad del
numeral 8, la mitad derecha.»

Los estudiantes arden ahora en deseos de preguntar:
«¢Qué es entonces un numero?» Sin embargo, estan tan
desanimados por las respuestas equivocadas que han dado
que ya no tienen animos para plantear la pregunta. Esto
le viene muy bien a la maestra, porque explicar qué es real-
mente un numero estd mas alla de su capacidad y también
mas alld de la capacidad de comprensiéon de los alumnos.
Asi que después de esto los alumnos tendran cuidado en
decir que 7 es un numeral, no un numero. Pero nunca sabran
qué es un numero exactamente.

Las tristes respuestas de los alumnos no arredran a la
maestra, que pregunta: «;Cémo podremos expresar correc-
tamente todos los nimeros que hay entre 6 y 9?»

«jToma! —responde uno de los alumnos—, pues 7 y 8.»

«No —replica la maestra—. Es el conjunto de numeros,
interseccion del conjunto de nimeros mayores que 6 y del
conjunto de numeros menores que 9.»
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Asi se ensefia a los alumnos el uso de los conjuntos vy,
supuestamente, el de la precision.

La maestra, que estando profundamente convencida del
cacareado valor del lenguaje preciso, quiere preguntar a sus
alumnos si un numero de pirulies es igual 2 uno de ninas,
hace la pregunta en la forma siguiente: «Hallad si el con-
junto de pirulies esta en correspondencia biunivoca con el
conjunto de nifias.» No hace falta decir que no recibe nin-
guna respuesta de sus alumnos.

Cansada, pero no vencida, la maestra pregunta una vez
mas: «;Cuantas son 2 dividido por 4?»

Un brillante estudiante dice sin dudar: «Menos 2.»

«;Como has obtenido ese resultado?», pregunta la
maestra.

«Bien —dice el alumno—, usted nos ha ensefiado que la
divisién es una substraccién repetida. Yo resté 4 de 2y
saqué menocs 2.»

Podria parecer que los pobres chicos se habian hecho
merecedores de algun descanso después de la escuela, pero
no; los padres, ansiosos por conocer los progresos hechos
por sus nifios, también les preguntan. Un padre le pregunta
a su hijo de ocho afos: «;Cuantas son 5 + 3?» Por toda
respuesta obtiene que 5 + 3 =3 + 5, por la propiedad con-
mutativa. Asombrado, vuelve a preguntar: «Pero, ¢cuéntas
son 5 manzanas y 3 manzanas?»

El nifio no comprende bien que «y» significa «mas» y
pregunta: «¢Quieres decir 5 manzanas més 3 manzanas?»

El padre se apresura a responder afirmativamente y es-
pera atento.

«;Oh! —dice el nifio—, no importa si son manzanas, peras
o libros; en cada caso, 5+ 3 =3 + 5.»

Otro padre, preocupado por los progresos de su hijo en
aritmética, le pregunta cémo va.

«No muy bien —responde el nifio—. La maestra se de-
dica a hablar de las propiedades asociativa, conmutativa y
distributiva. Yo hago las sumas bien, pero a ella no le
gustan.»

Estos ejemplos intrascendentes nos permiten ilustrar, y
quiza caricaturizar, algunas de las caracteristicas del ahora

I
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llamado plan de matematica moderna o de nueva matema-
tica. Exarpinaremos sus caracteristicas principales con ma-
yor detalle en el momento oportuno y senalaremos sus
ventajas y defectos. Pero antes revisaremos brevemente las
«viejas» matemdticas y veremos qué defectos instaron al
desarrollo de un nuevo plan.



2. EL PLAN DE ESTUDIOS TRADICIONAL

«Le he dado un argumento, pero no estoy obligado
a hacérselo comprender.»

Samuel Johnson

Aunque en los tltimos afios el plan de ensefianza tradi-
cional en los Estados Unidos se ha visto algo afectado por
el espiritu de reforma, sus caracteristicas esenciales se pue-
den describir en pocas palabras. Los seis primeros cursos
de la escuela primaria estan dedicados a la aritmética. En
los cursos séptimo y octavo los alumnos aprenden un poco
de dlgebra y elementos de geometria, como las formulas
de areas y volumenes de las figuras mas frecuentes. En el
primer curso de secundaria se estudia algebra elemental;
en el segundo, geometria, y en el tercero, mas élgebra (ge—
neralmente llamada 4algebra intermedia) y trigonometria.
Generalmente el cuarto curso de secundaria esta dedicado
a la geometria y el dlgebra superior; sin embarg.o, sobre el
trabajo del cuarto curso no hay tanta unanimidad como
sobre el de los primeros. . N

Repetidamente se han expresado varias y serias criticas
a este plan. La critica mas importante, que se dirige c<')n'tra
el algebra en particular, es que impone un proceso mecanico
y por tanto fuerza al alumno a confiar sobre todo en la
memoria antes que en la comprension.

Facilmente se puede ilustrar la naturaleza de tal proceso
mecanico. Pongamos un ejemplo de aritmética. Para hacer
la suma de las fracciones 5/4 y 2/3, es decir, para calcular

5 2
R
4 3
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los estudiantes saben que tienen que hallar el minimo co-
mun denominador, es decir, el menor nimero al que 4 y3
dividen exactamente. Este nimero es 12. Entonces al dividir
12 por 4 se obtiene 3 y este resultado se multiplica por el
numerador de la primera fraccién, 5. Igualmente se divi-
de 12 por 3 y el resultado 4 se multiplica por el numerador
de la segunda fraccién, 2. El resultado que se obtiene es
la conversién de la suma anterior en una suma igual

15 8

12 17

Fécilmente se ve ahora que la suma es 23/12.

Un buen maestro no dudaria en hacer todo lo posible
para ayudar a comprender la fundamentacién de este pro-
ceso, pero, por lo general, el plan tradicional no presta mu-
cha atencién a la comprensién. Confia en la practica para
lograr que los alumnos hagan el proceso rapidamente.

Después que los alumnos han aprendido a sumar fraccio-
nes numeéricas, se encuentran con una nueva dificultad cuan-
do se les pide sumar fracciones en las que hay letras. Aun-
que se sigue el mismo procedimiento para calcular

3 2

x+a x—a

cada paso es mas complicado. De nuevo, el plan confia en
la préctica para pasar la leccién. Se pide a los alumnos que
practiquen con numerosos ejercicios de suma hasta que los
pueden resolver con rapidez.

Se ensefian multitud de procedimientos como el anterior:
descomponer en producto de factores, resolver ecuaciones
con una o dos incognitas; uso de los exponentes, suma,
substraccién, multiplicacién y divisién de polinomios y ope-
raciones con nimeros negativos y con radicales como V3,
En cada caso se les pide que imiten lo que el maestro y el
libro hacen. Por tanto, los alumnos se enfrentan con una
variedad desconcertante de procedimientos que aprenden
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de memoria a fin de dominarlos. Casi siempre el aprendi-
zaje es completamente memoristico.

También es verdad que los varios procedimientos estan
desconectados entre si, por lo menos tal como se les presen-
ta habitualmente. Raramente estan relacionados. Aunque
todos estos procedimientos contribuyen al objetivo de lograr
que los alumnos realicen operaciones algebraicas, en mate-
méticas superiores, por lo que los alumnos alcanzan a ver,
los temas son inconexos. Son como paginas arrancadas de
un centenar de libros diferentes, ninguno de los cuales ex-
presa la vida, el significado y el espiritu de la matematica.
Esta exposicién del algebra no se sabe ni dénde empieza ni
dénde acaba.

Después de un afo de estudiar este tipo de 4lgebra en
el plan tradicional, se pasa a la geometria euclidea. Aqui
la matematica se hace de repente deductiva. Es decir, que
el texto comienza con las definiciones de las figuras geomé-
tricas y con los axiomas 0 definiciones béasicas sobre las
figuras que se supone son «obviamente ciertas». Luego se
demuestran los teoremas aplicando a los axiomas razona-
mientos deductivos. Los teoremas S€ deducen uno de otro
en sucesién logica; es decir, que la demostracién de los
ultimos teoremas depende sobre todo de las conclusiones
obtenidas en los primeros. El repentino cambio del 4lgebra
mecénica a la geometria deductiva es verdaderamente mo-
lesto para la mayor parte de los alumnos. Hasta ahora no
han aprendido, durante su educacién matematica, lo que
es una «demostracion» € inevitablemente deben dominar
este concepto ademds de aprender a dominar la propia
materia.

En matematicas es fundamental el concepto de demos-
tracion y asi en geometria los alumnos tienen la oportuni-
dad de aprender lo mas caracteristico de la asignatura. Pero
puesto que la demostracion final deducida de un teorema
es generalmente el resultado final de un monton de conje-
turas y experimentaciones, y a menudo depende de un es-
quema ingenioso que permite demostrar el teorema en la
adecuada sucesion logica, la demostracién no €s necesaria-
mente la natural, es decir, la que se le ocurriria inmedia-

P
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También hay defectos légicos secundarios en el plan tra-
dicional. Por ejemplo, se ensefia a los estudiantes que X —4
puede descomponerse en los factores (x+2)(x—2), pero
que esto no es posible para 22 — 2. Sin embargo, esta tltima
expresion si se puede descomponer en factores cuando que-
remos introducir numeros irracionales. En este caso los
factores son x — V2 y x + V2. Igualmente, x* 4+ 4 puede
descomponerse en factores si queremos usar numeros com-
plejos. En este caso los factores son x + 2i y x — 2i, donde
i= Vv — 1. Asi que el error cometido por el método tradi-
cional de ensefianza consiste en no especificar la clase de
nimeros que queremos manejar con objeto de obtener la
descomposicién en factores.

Ademas de los pocos fallos que ya hemos descrito, el
plan tradicional de ensefianza se resiente del defecto mas
grave que se pueda achacar a cualquier plan: la falta de
motivacién. La verdadera matemética, como decfa el famoso
matematico de este siglo Hermann Weyl, tiene las propie-
dades inhumanas de la luz de las estrellas, es brillante y
nitida, pero fria. También es abstracta. Trabaja con con-
ceptos, aunque algunos, tales como los geométricos, pueden
visualizarse. Por ambos motivos, la frialdad y la abstraccion,
muy pocos estudiantes se sienten atraidos por la materia.

La gente joven comprende sin duda que hay alguna razén
para aprender aritmética, pero no ve el motivo para estu-
diar 4lgebra, geometria y trigonometrfa. ¢Por qué han de
aprender la suma de fracciones algebraicas, la resolucién de
ecuaciones, la descomposicién en factores y otros temas pa-
recidos? El atractivo de la geometria no es mayor. Es verdad
que los estudiantes pueden ver de qué trata la geometria
y qué afirman los teoremas; las figuras revelan de qué se
ocupa esta rama de la matematica. Pero la pregunta de por
qué se debe estudiar esta asignatura, atn no ha sido res-
pondida. Es facil comprender en qué consiste la historia

de China, pero cabe preguntarse por qué se estd obligado
a aprenderla. ¢Por qué es importante saber que los 4dngulos
opuestos de un paralelogramo son iguales o que las alturas
de un triangulo se cortan en un punto?

Evidentemente, no se puede defender el 4lgebra, la geo-

. e
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mefria y la trigonometria diciendo que se utilizar4an des
pués en la vida practica. Los profanos no tienen nunc.
ocasmn.de usar estos conocimientos a menos que lle ue;‘
a ser cientificos, mateméticos o ingenieros profesioniles
Pero este grupo sélo lo forma un pequefio porcentaje d l
alumnado de ensefianza secundaria. Ademas, aun si Jtodoe
los alur.nnos fuesen a usar las mateméticas’més adelant:
en su vida, esto podria no motivar su interés. A los jovenes
no se les puede pedir seriamente que aprendan algo porque
pueden necesitarlo en afios sucesivos. Esta motivaciérlfa -

nudo se describe como «ofrecer la luna». e

El caso es que, en un esfuerzo por interesar a los alum-
nos, Ias_escuelas trataron de ensefiar algunas aplicaciones
fie la’arlFmética en los cursos séptimo y octavo. Ensefiaban
interés simple y compuesto y descuento en préstamos. Pero
los alumnt?s de doce y trece afios no se interesaron por
tales cuestiones y el experimento resulté un fracaso. La I}:IO-

tivacion debe atraer a.l alumno e q 3
1 n n el momento que cursa IOS

Otra motivacién que a menudo se ofrece a los estudian-
tes es que deben estudiar mateméticas para entrar en el
college. Sl_ las matematicas que les han ensefiado en la
escuela primaria y secundaria son una muestra de lo que

van a aprend i
% coueg& er en el college, puede que ellos no quieran ir

tral&;;}s futulros matemépcos, cier}ti:ficos e ingenieros encon-
: que las matemadticas son utiles en sus carreras. Pero
si I‘as {n.ateméticas que se les ofrecen no indican el.'l é
seran utl.les y carecen totalmente de atractivo decirlecslu
Iqs e'stud1antes que son necesarias para la cienci'a la i .
nieria sélo les animard a buscar otra carrera et
A menudo se defiende la ensefianza de las matematicas
COmo un «entrenamiento mental». Puede muy bien ser u
entrenamlgnto, pero es posible lograr el mismo efecto co?l
un c9nten1do que sea mas comprensible y agradable. Se
podrian ensertlar las formas de razonamiento usadas con.u’m-
mente recu'rrlendo a problemas sociales o sencillamente le-
gales cuya importancia en la vida es mucho mas clara para
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los estudiantes. No se necesitan matemaéticas para ensefar
a la gente que decir «todos los coches buenos son caros»
no es igual que decir «todos los coches caros son buenos».
Ademas, el uso de problemas sociales o legales no requiere
el dominio del lenguaje técnico, el simbolismo y los con-
ceptos abstractos que tienden a oscurecer el razonamiento.
Asi pues, es mucho mas dificil para el estudiante compren-
der que la afirmacion «todos los paralelogramos son cua-
drilateros» no €s igual que «todos los cuadrilateros son
paralelogramos». De hecho, la experiencia en la ensefianza
muestra que a fin de hacer comprensibles para los estudian-
tes los argumentos l6gicos que se usan €n los razonamien-
{os matematicos, s deben utilizar ejemplos no matemati-
cos que contengan los mismos argumentos. Por otra parte,
esta la cuestion de si el entrenamiento mental en una €s-
fera es aplicable en otra. Hay motivos para inclinarse a
crer que es asi, pero no es posible probarlo.

Otra justificacion que s€ da habitualmente del estudio
de las matematicas a nivel de ensefianza media es la belleza
de la asignatura. Pero sabemos que los temas ensefiados
no han sido seleccionados por su belleza. Han sido escogi-
dos porque son necesarios para el estudio posterior de la
matematica. No hay belleza alguna en la suma de las frac-
ciones, en la resolucion de la ecuacion de segundo grado 0
en la formula del seno. Todos los sermones O delirios del
mundo acerca de la belleza de las mateméticas no podran
hacer atractivo este «patito feo». Ademas, los neofitos 1o
estan dispuestos a encontrar belleza en materias que aun
estan tratando de dominar; al igual que el que estd apren-
diendo gramética francesa no puede apreciar la belleza de
la literatura francesa.

Las matematicas atraen a unos pocos estudiantes por
estimulo intelectual o porque les gusta algo que esperan
hacer bien. El raro estudiante que experimenta este estimu-
lo puede verdaderamente sentirse intrigado —como algunos
matematicos— por ¢l hecho de que solo haya cinco poliedros
regulares. Sin embargo, por lo que respecta a la mayor
parte de los estudiantes, el sundo seria igualmente comodo
si hubiese un nUmMero infin. ‘o de ellos. De hecho, hay up
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«Una tabla de siete metros de largo debe ser cortada en
dos partes, una de ellas dos metros mas larga que la otra.
¢Qué longitud tienen las dos partes?» Naturalmente los
alumnos terminan aburridos con los problemas de tablas.
Y no debemos olvidar los problemas de tiempo, propor-
ciones y distancias, tales como el de cruzar un rio perpen-
dicularmente, destinados a estudiantes que no estan inte-
resados en ir a ningun sitio. Algunos de los problemas se
refieren a paseos por un jardin circular y preguntar la di-
mensién del jardin. Si permitiéramos a los estudiantes pa-
sear por un jardin en una agradable compaifiia hariamos
mas felices a los estudiantes.
Todos estos problemas son desesperadamente artificiales
y no convencerdn a nadie de que el 4lgebra es util.
Algunos de los autores de textos de dlgebra hacen hinca-
pié en los problemas de fisica «auténticos». Por ejemplo,
la ley de Ohm dice que el voltaje V es igual a la intensidad /
por la resistencia R. En simbolos, V = IR. Calcular V si
I =20 y R = 30. Pero la corriente que se utiliza en el pro-
blema no mueve ningun motor mental. Por lo que sabe el
estudiante, la ley de Ohm podria describir el namero de
matrimonios que se celebran en Birmania cada afio.
Durante generaciones los textos de calculo infinitesimal
han ensefiado a los estudiantes a calcular los centros de
gravedad y momentos de inercia de los cuerpos sin que
nunca se sefialase por qué estas cantidades son importan-
tes. En consecuencia, la gravedad de estos problemas no
produce sino inercia en los estudiantes. Tales problemas de
fisica, planteados sin exponer ni sus antecedentes ni su sig-
nificado fisico, carecen de sentido para el estudiante. Esta
claro que una aplicacién fisica es inutil si el estudiante no
puede ver cémo se utiliza.
Aun el uso de la palabra «aplicacién» es a menudo mo-
lesto. Supongamos que se ensefia a los estudiantes la for-
mula de un 4rea y se les pide calcular areas con ella. Se

supone los célculos que son una «aplicacién». Esta clase

de aplicaciones no hacen mas que afiadir lefia al fuego.

Puesto que las llamadas aplicaciones son indtiles y sin em:
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bargo fprrnan parte de la matemética, ¢en qué sentido son
aplicaciones?

El hepho es entonces que en el plan tradicional no se
ofrece ninguna motivacién para el estudio de las matema-
tlca§. Lgs estudiantes lo hacen porque se les obliga. La
mot¥vac1én es algo mas que un estimulo psicolégico. La
motivacién auténtica, ademas, permite comprender el ver-
dade:rg significado de la matematica. Gran parte de la ma-
tematica, especialmente la de nivel elemental, fue originada
directamente por situaciones y problemas reales. La simple
férmula s = 16 adquiere significado cuando se aprende
que relaciona la distancia recorrida por un objeto en una
cz.ilda con el tiempo que tarda en caer. Una elipse se con-
vierte en algo mdas que otra curva cuando se aprende que
es la trayectoria de un planeta alrededor del sol.. Ademas
lz}s preguntas que sugieren la férmula y la curva adquieren
s.lgnlflcado al relacionarse con situaciones fisicas. El signi-
ficado fisico permite también, al menos en muchos casos
pensar en los problemas de matematica que se han plani
teado, ya que la matemética no es mas que una descripcién
de la fisica y un medio de resolver problemas fisicos y de
otro tipo.

. Si no se da un significado a las matematicas es como
si se ensefiara a los estudiantes a leer la notacién musical
sin permitirles interpretar la musica. Puede ensefiarse a los
estgdiantes a reconocer una redonda, una blanca, un sos-
tenido, un bemol, la clave y cémo cambiar la rr;ﬁsica de
una clave a otra sin haber oido nunca musica. Pero si no
oyen lo que estas diversas notaciones y técnicas significan,

seran para ellos conocimientos aburridos y carentes de sig-
nificado. i

El p!an tradicional ha sido fielmente reproducido en mi-
les de libros de texto. La impresion més general sobre los
textos tradicionales es que son insufriblemente pesados. La
mayor parte de los autores de libros de texto parecen CI.‘eer
que una obra cientifica debe ser fria, sin imaginacién, me-
canica y seca. Estos libros no tienen autor. No sélo éstén

impresos por méaquinas, tambié A i
I 5 n estdn escritos por A-
quinas. e
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Los autores de livros de texto también parecen estar
excesivamente orgullosos de su brevedad, la cual, a menudo,
puede interpretarse como incomprensibilidad. Las razones
de los pasos 0 no se dan o se dan de forma tan breve que
la exposicién resulta casi inutil para el estudiante. Muchos
de los autores parecen estar diciendo: «Yo he aprendido
este tema y ahora le desafio a usted que lo aprenda.» La
brevedad en la exposicién matematica es la esencia de la
estupidez y la oscuridad.

Lo peor de muchos textos tradicionales de matemadticas
es que carecen de originalidad y se repiten unos a otros
interminablemente. Desde 1900 han sido publicados varios
miles de textos de aritmética, 4lgebra, geometria y trigono-
metria. Practicamente todos los textos de cualquiera de es-
tos temas utilizan los mismos materiales y la misma expo-
sicién; solo el orden es diferente. Sin embargo, hay alguna
esperanza de «progreso», ya que cada uno de ellos con-
tiene al menos diez temas y el namero de permutaciones
de diez objetos es de 3.628.800. Seria dificil calcular cuan-
tos textos de trigonometria han sido escritos con la justi-
ficacién de que tratan el 4ngulo en general antes que el
angulo agudo. Se puede estar seguro, sin embargo, de que
seran tantos como los que alardean de tratar el angulo agu-
do antes que el angulo en general. Lo unico agudo de estos
libros es el dolor que producen al lector.

¢Hay variaciones entre estos libros? Hay variaciones ta-
les como el algebra elemental y el algebra superior, el alge-
bra superior elemental y el algebra elemental superior, €l
medio curso y el curso compleio, el curso de siete octavos
y asi sucesivamente. Aqui también cabe alguna esperanza
de «progreso», porque como hay ndameros irracionales po-
demos confiar en que habra cursos de algebra irracional.

Lo especialmente molesto de estos libros es que muchos
de los autores son conscientemente deshonestos en su pro-
fesién. Una vez pregunté a un profesor que habia escrito
muchisimas trigonometrias completas 0 parcialmente com-
pletas, por qué incluia temas tan inutiles como la solucién
de triangulos oblicuos mediante las relaciones entre las tan-
gentes y los angulos mitad. Admitié que estos temas no
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tienen Yalor, pero dijo que los incluia porque los libros
se vendla'n mejor. Segun parece, por muchas trigonometrias
que escriba un hombre, ninguna reflejard su opinién sin-
ceramente.

Pregunté a otro profesor, que habia publicado una élge-
bra estereotipada para uso de colleges, por qué se molestaba
en escribir tales retahilas sin sentido. «jOh! —me dijo—
Puedo escribir esto entre clase y clase sin tener que pen:
sar. ¢Por qué no 1o iba a hacer?» No es preciso decir que
la falta de pensamiento era evidente en la presentacién del
material.

Otro profesor publicé un libro que contenia algunos te-
mas que él crefa sin importancia. Esto lo admitia en el pre-
facio, y afiadia candidamente que los incluia con vistas al
mercado. jQué deshonestidad mas honesta!

Los autores que repiten los temas de otros,.en cierto
modo se plagian. Pero el plagio va mas alla de esto. Facil-
mente se encuentran parafrasis de partes completas de mu-
c{hos apartados. Un autor copia capitulos completos de otro
!1brc? con cambios minimos, reconociendo, naturalmente, la
inspiraciéon de Dios, Euclides, Newton y Einstein. j

La mayor parte de los textos de matematicas tradicio-
nales parecen trabajos comerciales que sélo contribuyen a
llenar el bolsillo del autor. La ética de algunos profesores
por no hablar de su mentalidad, se encuentra en estadc;
lamentable. Los tinicos que pueden reclamar que se les reco-
nozca el mérito de un trabajo original en relacién con estos
libros son los encargados de la publicidad de las editoria-
les, que deben imaginar buenos y atractivos anuncios.

.La imparcialidad exige que se mencionen las recientes
mejoras en ¢l formato de los textos de matematicas. Las
férmulas importantes ahora se encuadran en rojo. btros
textos usan laminas de plastico para mostrar, superponien-
d? las transparencias sobre la figura original en el texto
como va aumentando la complejidad de la figura. ,

Evidentemente, los defectos del plan tradicional son nu-
merosos. La confianza en la memorizacién de desarrollos y
demostraciones, el tratamiento dispar del 4lgebra y la geo-
metria, los defectos légicos secundarios, la conservacion de
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temas anticuados, la falta de toda motivacién o a.tractlvo
explican por qué a los jovenes no les gust?’ la aflgnatutrai
y, por tanto, no avanzan en ella.. La aversién a las mate
maticas se intensifica y las dificultades de comprensién
aumentan al tener que leer libros de texto oscuros, pobre-
mente escritos y concebidos con fines cor‘nerc1ale.s.. .

Cierto es que la reforma era necesaria. Los iniciadores
del nuevo movimiento matematico no citaron todos los de-
fectos anteriores. Sin embargo sefialaron algunos de ellos.
Asi que vamos a ver ahora qué propuso hace_r estéi gente
y a intentar valorar las mejoras.efectwas que introdujeron
en la ensefianza de las matematicas.

3. EL ORIGEN DEL MOVIMIENTO DE LA MATEMATICA
MODERNA

«La experiencia, sin embargo, ensefia que para la
mayoria de la gente culta, e incluso de los cientifi-
cos, las matemadticas siguen siendo la ciencia de lo
incomprensible.»

Alfred Pringsheim

A comienzos de los afios cincuenta, e incluso antes, todo
el mundo estaba de acuerdo en que la ensefanza de las
matematicas era insatisfactoria. El nivel de los estudiantes
en matemadticas era més bajo que en las otras asignaturas.
La aversién e incluso el terror estudiantil a las matematicas
estaban muy extendidos. Los adultos no recordaban casi
nada de las matematicas que habfan aprendido y no sabian
efectuar. operaciones sencillas con fracciones. De hecho, no
vacilaban en decir que no habian sacado nada en limpio
de sus cursos de matematicas. Cuando los Estados Unidos
entraron en la segunda guerra mundial, los militares descu-
brieron répidamente que los hombres estaban mal prepara-
dos en matematicas y tuvieron que organizar cursos espe-
ciales para elevar el nivel de conocimientos.

Aunque hay muchos factores que determinan el resul-
tado de cualquier actividad docente, los grupos que acome-
tieron la reforma se centraron en el plan y razonaron que
si se perfeccionaba este componente, la ensefianza de las
matemadticas seria un éxito.

En 1952 el comité de la Facultad de Mateméticas de la
Universidad de Illinois, dirigido por el profesor Max Be-
berman, comenzé a elaborar un nuevo o moderno plan de
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matematicas. Hacia 1960 el plan (que en aquella fecha sola-
mente habia sido concebido para la ensefianza secundaria)
fue probado en un grupo experimental. Mas adelante, el
comité comenzé a confeccionar un plan para la escuela pri-
maria y gradualmente extendi6é la ensefianza de los temas
de la ensefianza primaria y media a otras areas geograficas.
Los textos experimentales, fotocopiados, fueron finalmente
publicados como textos comerciales.

En 1955, la College Entrance Examination Board, cuya
funcién es preparar examenes de ingreso en los colleges
que cumplan los requisitos exigidos por la mayor parte de
ellos, decidié atacar el problema del plan de matematicas
para la ensefianza secundaria y elaborar lo que consideraron
el plan adecuado. Esto les llevé a la creacién de su propia
comisién de matematicas. En 1959, la comisién distribuyd
su informe, el Program for College Preparatory Mathema-
tics, y anadié varios apéndices con ejemplos de temas reco-
mendados. Durante los afos 1955 a 1959,y también durante
varios afos después, los miembros de la comisién recorrie-
ron el pais haciendo propaganda del plan que proponian en
su Programa.

En otofio de 1957 los rusos lanzaban su primer Sputnik.
Este acontecimiento convencio al gobierno y al pais de que
Estados Unidos estaba por detras de los rusos desde el pun-
to de vista de las matematicas y la ciencia, y tuvo el efecto
de aflojar la bolsa de los organismos gubernamentales y de
las fundaciones. Puede que fuese una coincidencia, pero en
ese momento otros muchos grupos decidieron participar en
la elaboracién de un nuevo plan.

La American Mathematical Society, organizacion dedi-
cada a la investigacién, decidi6 en 1958 aplicar todos sus
esfuerzos a la redaccién de un plan para la ensefianza se-
cundaria y cre6 un nuevo grupo, el School Mathematics
Study Group, dirigido por Edward G. Begle, entonces pro-
fesor de la Universidad de Yale, para acometer la tarea.
Este grupo comenzd su trabajo redactando un plan para
todos lgs cursos de la ensefianza secundaria, y luego amplié
su programa para incluir el plan de aritmética de las es-
cuelas primarias.

|
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El National Council of Teachers of Mathematics orga-
nizé su propio comité para el plan, el Secondary School
Curriculum Committee, que dio a conocer sus recomenda-
ciones en un articulo publicado en The Mathematics
Teacher en mayo de 1959. Otros muchos grupos, tales como
el Ball State Project, el University of Maryland Mathematics
Project, el Minnesota School Science and Mathematics Cen-
ter y el Greater Cleveland Mathematics Program, pronto
fueron organizados y comenzaron su trabajo.

Los profesores de ensefianza secundaria y de college
comenzaron a finales de los afios cincuenta a escribir sus
propios textos siguiendo la linea ya prevista o expresa-
mente recomendada por dichos grupos. Un torrente de li-
bros de este tipo habia aparecido ya a comienzos de los
afios sesenta y muchos mas han continuado apareciendo
desde entonces.

Sorprendentemente, los numerosos grupos y escritores
independientes siguieron todos aproximadamente la misma
direccién. Por tanto, su obra, con bastante razén, ha sido
descrita con el término de «mateméatica moderna» (o «nueva
matematica»).

El origen del término «matemética moderna» es signi-
ficativo. Antes de que los miembros de la Comisién de
Matematicas hubiesen determinado qué iban a recomendar,
se dirigieron a un buen grupo de profesores. El contenido
principal de su mensaje era que la ensefianza de las mate-
maticas habia fracasado porque el plan tradicional ense-
fiaba unas mateméticas anticuadas, entendiendo por ello
las matematicas creadas antes de 1700. Estaba implicito en
el argumento el supuesto de que los jovenes conocian este
hecho y que, por tanto, se negaban a aprender matematicas.
¢Iria usted, argumentaban estos educadores, a un abogado
o a un médico cuyos conocimientos estuviesen limitados
a lo que se sabia antes de 1700? Aunque estos portavoces
estaban sin duda bien informados sobre las matematicas,
ignoraban el hecho de que las matematicas se desarrollan
en forma acumulativa y que es practicamente imposible
aprender los ultimos procesos si no se conocen los ante-
riores. No obstante, la Comisién mantenia que debiamos
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abandonar los temas de la matemética tradicional en favor
de campos tan nuevos como el algebra abstracta, la topo-
logia, la légica simbdlica, la teoria de conjuntos y el algebra
de Boole. La consigna de la reforma era: «matemaéticas
modernas».

Asi pues, la reforma ofrecia tanto un nuevo enfoque del
plan tradicional como un nuevo contenido, y algunos gru-
pos destacaron este hecho. Por eso el término matematica
moderna no es realmente el adecuado para describir el nue-
vo plan. Sin embargo, quiza porque el valor propagandistico
de la palabra «moderno» era demasiado grande como para
desperdiciarla —esta claro que es mas deseable un auto-
mévil de 1970 que uno de 1969—, se conservé el término
matematica moderna o nueva matemaética.

Aunque el plan de moderna o de nueva matemaética, tal
como ha llegado hasta hoy, fue elaborado por los grupos
ya mencionados, nuevos grupos aparecieron en la escena
y comenzaron a recomendar reformas mas radicales. Por
ejemplo, una conferencia internacional celebrada en Royau-
mont (Francia) en 1959 instaba virtualmente el abandono
de todos los métodos familiares en las matematicas de en-
sefianza secundaria, incluso de la geometria de Euclides.
La conferencia declaré que estos planteamientos habian
sido superados por la electrénica, la relatividad, los orde-
nadores y la inmensa importancia de las matematicas abs-
tractas como base de la ciencia moderna. Las nuevas ma-
terias serfan la légica, la estructura y la unidad de las
matematicas en conjunto y serian ensefiadas con un nuevo
lenguaje. Esta conferencia no dio lugar a la nueva forma-
cién de otros grupos para hacer un plan, pero incité a ini-
ciar otros derroteros partiendo del plan tradicional.

Entre los nuevos grupos que propusieron las reformas
mas radicales mencionaremos dos. Durante el verano de
1963 un grupo de matematicos asisti6 a la Cambridge Confe-
rence on School Mathematics (su informe, Goals for School
Mathematics, fue publicado por la Houghton Mifflin Com-
pany). Este grupo recomendé la inclusiéon —al final del
doceavo curso, cuarto afio de ensefianza secundaria— de
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muchos temas adicionales avanzados sacados de la teoria
de los numeros, el dlgebra abstracta, el algebra lineal, la
geometria n-dimensional, la geometria proyectiva, tensores,
topologia, ecuaciones diferenciales y, naturalmente, el célcu-
lo infinitesimal. En la péagina 7 afirmaba: «Los temas que
proponemos pueden ser descritos a grandes rasgos diciendo
que un estudiante que ha estudiado matematicas durante
trece anos, de los cursos 1 al 12 (es decir, desde la escuela
primaria hasta el cuarto ano de bachillerato), tendria que
tener un nivel comparable a los tres afios de ensefianza al
mas alto nivel en un college de hoy dia.»

La justificacién de abogar por tal programa, cuando
los grupos ya existentes en torno al plan apenas habian co-
menzado a poner en practica sus programas o aun los esta-
ban elaborando, fue dada en el prefacio por Francis Keppel,
comisario de Educacion de los Estados Unidos. En él sefa-
laba que Ids cambios recientes de plan eran esencialmente
diferentes de los intentados en el pasado y que las reformas
habian tenido un gran éxito, en su mayor parte (no esta
claro cé6mo podia saber esto el doctor Keppel en 1963,
cuando la mayor parte de los nuevos planes apenas habian
sido llevados a la practica), hasta el punto de que «a veces
ha sido dificil distinguir sus defectos. Sin embargo, los
defectos estan alli y no son en modo alguno insignificantes.
Se puede argumentar, de hecho, que las deficiencias del
actual movimiento de reforma son lo suficientemente graves
como-para amenazar los objetivos expresos de los movi-
mientos.» Keppel entonces apuntaba que los cambios reco-
mendados por el grupo de Cambridge trataban de presentar
la asignatura tal como la ven los estudiantes y que se supo-
nia que los estudiantes podian aprender mucho mas de lo
que se habia esperado en el pasado. Las limitaciones del
profesor eran sefialadas también. «La mayor parte de los
planes de reforma, bastante practicamente, han preferido
limitar sus ambiciones a la luz de estas realidades. Han
tendido a crear tantos nuevos métodos como puedan utili-
zar de forma competente los profesores existentes, después
de obtener el beneficio de una breve reeducacién. Lo han
hecho perfectamente conscientes de que estaban asi esta-
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bleciendo un limite superior, limite desagradablemente re-
ducido.»

Keppel continuaba: «Si la cuestion fuese acabar alli, el
resultado podria ser desastroso. El nuevo plan se congelaria
en el sistema educativo y acabaria por tener, con el tiempo,
todas las deficiencias del plan que ahora se esta barriendo.
Y con toda probabilidad el actual entusiasmo por el plan
de reforma tardara en agotarse; el "nuevo” plan puede per-
manecer en el sistema hasta que, como el antiguo, se vuelva
no solamente inadecuado sino, de hecho, intolerable. Dado
el relativo conservaduri$mo del sistema educativo y la ten-
dencia del escolar a ocuparse de lo que le afecta directamen-
te, el desfase puede ser tan grande, al menos, como lo ha
sido durante la primera mitad del siglo.

»Este informe es un paso audaz para enfrentarse con el
problema. Esta caracterizado por una completa impaciencia
ante el actual caracter del sistema educativo. No solamente
la mayoria de los profesores seran completamente incapa-
ces de ensefiar gran parte de las matematicas expuestas en
el plan propuesto aqui; a ]a mayoria les costara compren-
derlas. Un breve periodo de reeducacion no seria suficiente.
Aun el primer grado del plan implica nociones con las cua-
les el promedio de los profesores no esta familiarizado.

»Sin embargo, éstos son los planes hacia los que las es-
cuelas deberian apuntar...»

El segundo de los grupos mas recientes que se unio al
movimiento para revisar los planes, el Secondary School
Mathematics Curriculum Improvement Study, fue organi-
zado en 1965 por el profesor de la Universidad de Columbia,
Howard Fehr. Su objetivo era reconstruir las matematicas
de la escuela secundaria «desde un punto de vista global».
Se pretendia eliminar las barreras que separan las diversas
ramas de las matematicas y unificar la materia mediante
sus conceptos generales, formulaciones, operaciones, apli-
caciones, relaciones y estructuras. (Estudiaremos estos con-
ceptos mas adelante.) La argumentacion del profesor Fehr
era que su organizacion de la materia permitia la introduc-
cién en la ensehanza secundaria de buena parte de las ma-
tematicas que hasta entonces s€ habian considerado exclusi-
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vas c.lel college. Los trabajos del grupo de Cambridge y del
Curriculum Improvement Study han progresado muy len-
tamente y su efecto en las escuelas no esta muy extendido
hasta ahora.'Por consiguiente, nuestro informe y evaluacion
de los movimientos a favor de la matematica moderna
se concentraran en los esfuerzos de los grupos precedentes
algunos de los cuales estan trabajando aun en uno u otro
aspecto de los programas escolares.

g Los planes que han sido elaborados por estas organiza-
ciones son el producto de los esfuerzos de grupos en los
que ?an colaborado matematicos, profesores de college y
ensefianza secundaria e incluso répresentantes de la indus-
tria. A primera vista tal colaboracion parece ser un juicioso
procel#e?. Sin embargo, los intentos por hacer que coincidan
las opiniones a menudo acaban en componendas que no son
satisfactorias para nadie o que vician la confianza en el
esfuerzo. Se puede ilustrar este punto con la anécdota de
que la famosa danzarina Isadora Duncan se ofreci6 a si
misma en matrimonio a Bernard Shaw, y quizd en broma
le.dlqol: «...y piensa en un nifio que tuviera tu cerebro y
mi fisico». «Si», dijo Shaw, «pero ¢y si el nifio tiene tu
cerebro y mi fisico?»

Cuando se intenta determinar qué cambios ofrecen es-
tos planes, por qué son deseables y qué razones o pruebas
se pueden dar para defender la oportunidad de estos cam-
bios, se tropieza con un problema de magnitud considera-
ble. Es verdad que en su informe, en 1959, la Commission
on Mz.ithematics of the College Entrance Examination Board
describia los cambios que recomendaba. Sin embargo, ex-
cepto para acentuar que la sociedad moderna necesita 1‘mas
matematicas totalmente nuevas, la comision no defendia
!os cambios que proponia. Aun mas, los diversos grupos
interesados por la reforma que escribieron textos, no sola-
mente .extenfiieron la reforma a los cursos de las, escuelas
primarias, sino que no siguieron necesariamente las reco-
mendaciones de la comision. Cabia esperar que cada grupo
decla?ase‘ su postura y presentase su alegato para incluir o
excluir temas en particular o para adoptar su propio pun-
to de vista. Esto no se ha producido. Ello es aun aplicable
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a todos los textos publicados por autores aislados que pro-
claman su caracter moderno. Asi, se deja que deduzcamos
por nosotros mismos qué es el plan de matemadticas mo-
derno y por qué es supuestamente superior al plan tradi-
cional. ¢Podria suponerse que la ausencia de explicaciones
y justificaciones significa que los partidarios de las mate-
maticas modernas no tienen muy claro ellos mismos qué
es lo que han encabezado, o que temen que una afirmacion ©
explicita de las caracteristicas y los supuestos méritos de
sus proyectos no resistiria un examen? En cualquier caso,
para determinar la naturaleza y las cualidades de los planes
de matematica moderna hay que examinar los textos y escu-
char los discursos de los diversos partidarios de la reforma.
Por el momento, en espera de una discusién mads amplia,

permitasenos sefialar que hay dos caracteristicas principa-
les en el nuevo plan: una nueva interpretacion de la mate-
matica tradicional y un nuevo contenido. |

Puesto que intentamos valorar las nuevas matematicas |
es necesario considerar en base a qué se las va a juzgar. |
Podria usarse como criterio: ¢es la matemética correcta?
La respuesta es si, pero el criterio es inservible. La correc-
cién no garantiza que los estudiantes se aficionen a la asig-
natura, que puedan comprenderla o que estas matematicas,
en particular, sean las que deberfan ensefarse.

¢Se formaran con ellas mateméticos? Aunque éste fuese
el plan ideal para formar matematicos, esto no serfa sufi-
ciente. Las nuevas matematicas se ensefian a alumnos de
ensefianza primaria y secundaria que escogeran las mas di-
versas profesiones, trabajos, empleos técnicos y salidas o
se convertiran ante todo en esposas y madres. De los nifios
de la escuela primaria, ni un uno por mil seran matematicos;
y en cuanto a los estudiantes que cursan ensefianza secun-
daria, ni uno de cada cien llegard a serlo. Entonces esta
claro que un plan que pudiera ser ideal para la formacion
de matematicos podria no ser el correcto para estos niveles
de ensefianza.

Su contenido deberia contribuir a alcanzar los objetivos
de la ensefianza primaria y secundaria y ser accesible a los
jévenes. Su enfoque deberia hacer el contenido atractivo y

| "

El origen del movimiento de la matemdtica moderna 29

ayudar en lo posible a su comprensién. En particular, las
nuevas matematicas deberian remediar, al menos en parte,
algunos de los defectos del plan tradicional. Desgraciada-
mente, en el campo de la educacion, a diferencia de las ma-
tematicas propiamente dichas, no es posible dar una demos-
tracion irrebatible de que un determinado principio o tema
es correcto o falso. Pero hay argumentos que nos permiten
decidir.

Aunque mas de una docena de grupos han elaborado
nuevos planes y, por ahora, muchos textos de nuevas ma-
tematicas estan en el mercado, ya hemos sefialado que todos
optaban aproximadamente por el mismo enfoque y conte-
nian los mismos temas. Esta uniformidad es consedcuencia,
en parte, de la imitacién. También es una consecuencia de
las preferencias y la orientacién de los matematicos en la
investigaciéon actual, que estudiaremos ampliamente mas
adelante. Asi pues, aunque no toda afirmacién que hagamos
acerca de las nuevas matematicas se aplique necesaria-
mente a cada uno de los planes, es justo tratarlos como
movimientos aislados caracterizados por lineas y programas
comunes.

Nuestro propésito es considerar cuidadosamente la na-
t.uraleza de los programas de las nuevas matematicas y ana-
lizar sus ventajas e inconvenientes. Antes de hacer esto, nos
gustaria intercalar una critica diferente, pero no obstante
adecuada. La reforma de la ensefianza de las matematicas
era necesaria, pero la cuestién es si el plan era el compo-
nente més débil y si deberia haber sido atacado en primer
l.ugar. Todo el mundo admite, creo, que la politica de ense-
flanza general proseguida en Estados Unidos es muy loable,
pero nuestro pais no estaba ni esta aun preparado para
llevar adelante tal programa. Lo cierto es que no tenemos
bastantes profesores cualificados; por tanto, la educacién
en muchas partes de esta nacién es lamentablemente floja.
Si hubiera habido mejores profesores, éstos habrian sido
capaces desde hace tiempo, actuando de acuerdo, de reme-
diar los defectos del plan tradicional. Puesto que el profe-
sor es al menos tan importante como el plan, el dinero, el
tiempo y la energia dedicados a la reforma del plan muy
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bien podian haberse dedicado al perfecc_:ionamignto de los
profesores. Es verdad que en 1958 la National Science Foun-
dation inauguré varios institutos para la form‘amé.n de
profesores que han proseguido esta labor. Estos institutos

debian haber sido utilizados para mejorar los conocimientos

mateméticos de los profesores de ensefianza pl:imaria y se
cundaria, que hubieran podido formar juicios 1nldfapend1en-
tes sobre qué es lo mas importante en matematicas. Des-
graciadamente, han sido utilizados en gran meqlc'la para
ensefiar a los profesores como ensefiar matematicas sin
haber probado antes si éstas valian la pena. - '

Tanto si la reforma del plan deberia haber rec.1b1f1c3 prio-
ridad como si no, debemos afrontar el hepho historico de
que el nuevo plan estd ahi y se usa ampliamente. Intente-

mos por tanto evaluarlo.

4. LA INTERPRETACION DEDUCTIVA
DE LAS MATEMATICAS

«La misma gran ciencia (las matemdticas) emplea
al menos tanto el poder de la imaginacion como el
poder de las conclusiones logicas.»

Johann Friedrich Herbart

Una de las criticas fundamentales al plan tradicional es
que los alumnos aprendian a hacer las matematicas maqui-
nalmente, memorizando procedimientos y demostraciones.
El argumento de los defensores del plan de matematica mo-
derna es que si la materia se ensenara logicamente, si se
evidenciara el razonamiento en que se apoya cada paso,
los alumnos ya no tendrian necesidad de estudiar de memo-
ria. Comprenderian las matemdticas. La interpretacién 16-
gica es también, en otras palabras, la interpretacion peda-
gogica y la panacea para las dificultades que los estudiantes
han tenido para aprender matematicas.

¢Qué significa exactamente la interpretacién logica?
Fundamentalmente es el usado en el plan tradicional para
ensefiar la geometria en la ensefianza secundaria. Es decir,
se comienza por los axiomas y definiciones y se demuestran
en forma deductiva las conclusiones, a las que se llama
teoremas. Aunque este enfoque ha sido usado en geometria,
no ha sido utilizado en la ensefianza de la aritmética, el
4lgebra y la trigonometria. Por tanto, el mayor cambio en
este aspecto del nuevo plan se ha producido en estas asig-
naturas. Veamos qué supone el planteamiento deductivo de
la aritmética y del algebra'. Los ejemplos que examinare-

1 El lector que esté familiarizado con el planteamiento deductivo puede
prescindir de los préximos ejemplos.
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mos estan tomados de textos tipicos de matematica mo-
derna.

En aritmética se presupone habitualmente que sabemos
lo que son los numeros 0, 1, 2, ..., los llamados numeros
naturales. Entonces se introducen los axiomas. Sabemos
que4més3dalomismoque3mz’ts4oque3+4=4+3.
Este axioma se escribe con lenguaje simbolico a+b = b+a
y se llama axioma commutativo. Es decir, que podemos
intercambiar o conmutar el orden en el que sumamos dos
nuameros.

Si tenemos que calcular 3 + 4 + 5, podemos sumar 3+4
y después sumar 5 al resultado, o bien podemos calcular
4 + 5y sumar 3 al resultado. Es decir, que podemos asociar
primero 3 y 4 y entonces sumar 5 o asociar primero 4 y 5
y sumar el resultado, 9, a 3. Este es el axioma asociativo
de la suma. En lenguaje simbolico se expresa en la forma
(a+b) + ¢ =a+ (b+c). Los axiomas conmutativo y aso-
ciativo se aplican también a la multiplicacion. O sea:
axXb=bxay(axb)xc=ax(bxc).

Consideremos ahora 3 X (4+45). Esto es igual a 3 X9,
o sea, 27. También es igual a 3 X 4 + 3 X 5. Es decir, que
ax (b+c)=ax b+ ax c Esto corresponde a otro axio-
ma, llamado distributivo. Significa que podemos distribuir
la multiplicacién entre b y ¢ en vez de aplicarla a b + c.

Hay otros axiomas. Por ejemplo, la suma y el producto
de ntimeros naturales es un unico niamero natural. Hay un
anico numero natural, 0, tal que @ + 0 = a para todo nu-
mero natural ¢, y hay un tunico numero natural, 1, tal
que a X 1 = a, para todo numero natural a.

Estos axiomas se usan en la aritmética para justificar
ciertos pasos. Consideremos la suma de 38 y 3. Esta se hace
en la forma siguiente. Por definicion de 38,

38 + 3 =(30+8) + 3.
El axioma asociativo nos dice que

(30+8) + 3 = 30 + (8+3).
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Ahora, por definicién de 3,

30 + (843) =30 + (84[2+1]),

y por el axioma asociativo de la suma
30 + (8+[24+1]) = 30 + ([8+2]+1).

Sumando 8 y 2 tenemos

30 + ([842)+1) = 30 + (10+1).
Por el axioma asociativo

30 + (10+1) = (30+10) + 1,

{epélee;:l(:;icélée;l?e+ 10 = 40 y 40 + 1 = 41, tenemos finalmen-

38 - 3=41.

Para mostrar cémo se usa el axioma distributivo en la

aritmética, consideremos el d ini
] producto 7 X 13. Por defini-

7 3¢ 18l=="7 x (104-3).

Ahora el axioma distributivo nos dice que
7X(10+3)=7x10+7 x 3.

Como 7 X 10 = 70 y 7 X 3 = 21, hemos deducido que

7% 13=091.

ll:"rob::ibl.ement’e estos pasos, que emplean el axioma distribu-
1vol, ejan mas cl.aro como se obtiene el 91 que el multiplicar
en la forma habitual, diciendo que 7 X 3 = 21 escribiendo

el 1, llevando el 2 a la columna de las d
2 3
al resultado obtenido de multiplicar 7 ycﬁnas ey
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Es verdad que nuestro método de escribir nimeros tales
como el 13 emplea lo que se llama la notacién posicional.
Es decir, el 1 en el 13 vale 10 y esto debe tenerse en cuenta
en cualquier método que ensefie a multiplicar. La cuestién
es si la mencién del axioma distributivo clarifica la opera-
cién. Supongamos que es asi y veamos a qué conduce esto.
Veamos el problema de multiplicar 17 X 13. Para seguir el
modelo anterior debemos hacer:

17 % 13 = (1047) X (10+3).

Entonces 10 + 7 debe mirarse como un nuimero simple, y
por el axioma distributivo

(10+7) X (1043) = [104+7] X 10 + [10+7] X 3.

Por el axioma conmutativo de la multiplicacion

[10+7]><10+[10+7]X3=10X[10+7]+3><[10+7],

y de nuevo por el axioma distributivo

10 X [10+7] + 3 X [104+7] =
= (10x10+10%X7) + (3x10+3X7).

Calculando las cantidades entre paréntesis y sumandolas
obtenemos 221. Facilmente podemos imaginar los pasos que
deberiamos dar para multiplicar, por ejemplo, 172 por 135.

En cierta etapa de la exposicién de la aritmética y el
algebra, generalmente entre los grados séptimo y noveno, se
estudian los numeros negativos. Para «justificar» la intro-
duccién de los nimeros negativos se les pregunta primero
a los alumnos ¢qué numero x satisface la ecuacién
21 4+ x = 17? Para responder a esta pregunta se escribe
21 como 17 + 4, tal que

(17+4) + x = 17.
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Por el axioma asociativo,

17 + (4+x) = 17.

Pero por definicién de 0,

174+ 0=17,

asf que, puesto que el cero es unico

4+x=0.

Ve’mos que si hubier:
driamos resolver la
motivos para introd
4 + (—4)=o0.

A los niimeros naturales
enteros positivos, y a los n

: un numero x tal que x + 4 = 0 po
uziuaalon original. Por tanto tenémos
r 5 : .

€l numero —4, entendiendo que

; mplen para | 4
ficara p 0S numeros natur ;
n para los enteros positivos y negativos ales, se veri-

Por ejemplo
, para sumar — et -
que por definicién de .2 yr_SZ Yy —S35 sefialamos, primero,

(=242) + (-545)=0+0=0
P .
ero por los axiomas asociativo y conmutativo

(=242) + (=545) =2+ 5 4 [(—2) + (=B
asi que |
0=74 [(—2) + (-5)].

Por tanto, —2 + (-5

3 ) deb -
dicha expresién da 0. €ben ser —7, ya que sumando 7 a




Morris Kline
36

Una vez que se ha aprendido cémo sumar nimeros ne-
gativos y positivos, se dice a los alumnos que resf\r S1gnl;
fica afiadir el opuesto. El 4 es el opuesto de —4 y a

inversa. Por tanto,

17 —13=17+(-13)=4
6—8=6+(—8=-2
—5—(——11)=—5+11=6.

Antes de establecer mas propiedades de los nimeros ne-
gativos, vamos a probar que a X 0 = 0, para todo entero a.
Puesto que por definicion de 0, a + 0 = a, entonces

aX(a+0)=aXa
Sin embargo, por el axioma distributivo,

aX(a+0)=a><a+a><0.

Entonces

axat+taxXx0=aXa

Por tanto,
a X 0=190,

puesto que 0 es un numero tal que sumado con cualquier

ntmero b, da b.
Ahora se supone que los alumnos estan preparados para

entender la demostracion de que el proc'iucto de ;n.ente‘x;z
negativo por un positivo es un negativo. Es decir, q
_3 x 4 = —12. Comenzamos con

(1) ax [b+(=b)]=ax0=0,

ya que b + (—b) = 0. Sin embargo, por el axioma distri-
butivo,

2) ax[b+(——b)]=axb+a)<(—-b).
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Entonces los segundos miembros de (1) y (2) son iguales,
luego
axXb+ax(=b)=0.

Por tanto, a X (—b) debe ser —(axb), ya que a X (—b)
sumado con a X b da 0 y esto sélo se cumple para el opues-
to de a X b, es decir, —(axb).

Finalmente, si en vez de (1) partimos de

—a X [b+(—b)],

y repetimos los mismos pasos sin més que cambiar —a
por a, podemos demostrar que

—aX —b=axb

A menudo se usa otro método para introducir los nu-
meros enteros (positivos y negativos). Se comienza con los
numeros 1, 2, 3, 4, ...; éstos son los numeros naturales,
excepto el 0. Entonces los enteros se definen como las cla-
ses de equivalencia de los pares ordenados de nimeros na-
turales. Lo que significa lo siguiente. Un par ordenado de
numeros naturales es el par (7,5). Esto intuitivamente sig-
nifica 7 — 5. Sin embargo, (6,4), (4,2), (8,6) v millones de
otros pares representan el mismo entero. Dos de estos pa-
res, (a, b) y (¢, d), se llaman equivalentes si a + d = b + c.
Entonces, el entero 2 es la clase de todos los pares equiva-
lentes, por ejemplo, al par (7,5). El mérito de esta defi-
nicién es que permite introducir el par ordenado (5,7),
que intuitivamente representa 5 — 7 ¢ —2, utilizando tan
s6lo los numeros naturales. (5,7), (4,6), (6,8) y los demas
pares de esta forma son también el mismo entero negati-
vo —2. El entero que generalmente llamaremos 0 es la clase
de los pares ordenados (5,5), (6,6), (7,7), etc. Con el mé-
todo anterior credbamos los numeros negativos; con éste
los «construimos».

Las operaciones con enteros positivos y negativos se
definen, segun este planteamiento, en términos de pares or-
denados. Asi que la suma de (7,5) y (6, 3) es (13, 8). Intuiti-
vamente sabemos que 2 + 3 = 5, pero el desarrollo logico
exige hacer lo anterior. Méas en general, (a, b) + (¢, d) =
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= (a +¢, b+d). Vemos que la definicién de suma sirve
igualmente para los negativos. Asi, (5,7) + (3,6) = (8,13)
o, intuitivamente, —2 + _3 = —5. La definicién de los en-
teros mediante pares ordenados puede usarse para introdu-
cir la resta, la multiplicacién y la divisién, y se obtienen
milagrosamente las leyes habituales con que se manejan los
numeros enteros.

Para la introduccién de las fracciones se sigue un plan-
teamiento similar al utilizado para los nimeros enteros ne-
gativos. Se pregunta al alumno cémo encontraria el valor
de x para el que 3x = 6. Es claro que x = (1/3) X 6 6 6/3.
Entonces se le pregunta cémo calcularfa x cuando 3x = 7.
Ningin entero satisface esta ecuacién. Creamos entonces
unos nuevos numeros, las fracciones. En particular, para

“este x creamos el numero 7/3, que significa (1/3) %%, ¥
acordamos que 3 X 1/3 = 1. Una vez introducidas las frac-
ciones, acordamos verificar los axiomas asociativo, conmuta-
tivo y distributivo. Podemos demostrar entonces que S€
cumplen las operaciones habituales para la suma, resta, mul-
tiplicacion y division de fracciones.

Algunos textos también introducen las fracciones como
pares ordenados de enteros. Asi, (3,5) es la fraccién que
intuitivamente significa 3/5. Las operaciones se definen con
respecto a los pares ordenados y entonces se puede probar
que la suma y la multiplicacién son asociativas, conmutati-
vas v distributivas.

El planteamiento deductivo encuentra un serio obstacu-
lo, al menos a nivel elemental, al tratar los nimeros irracio-

nales. El lector debe recordar que numeros tales como V2,

V5, V4 y otros parecidos también pertenecen al sistema
de numeracién. Para los principiantes es mucho mas dificil
entender un tratamiento enteramente 16gico de estos nume-
ros, y aunque los alumnos pudiesen asimilarlo, el tiempo
necesario seria desmesurado. Entonces los textos, habitual-
mente, aceptan un convenio. Justifican la introduccién de
tales ndmeros, en primer lugar, mostrando que para re-
solver

2 =4
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tomamos la raiz cuadrada en ambos lados de igualdad y
obtenemos

T= &2,

Similarmente, para resolver

se toma la raiz cuadrada en ambos lados y se obtiene
B Y2

Asi es como se introducen los nimeros irracionales. Se pue-
de 'probar, y muchos textos lo hacen asi, que V2 no es
racional; es decir, que no es igual al cociente de dos enteros
Esté 'claro que objetos tales como V2 son una nueva clasé
de numeros. Sin embargo, esta «justificacién» no basta
para introducir todos los nuimeros irracionales, en particu-
lar el niimero . Tampoco proporciona una base légica para
construir las propiedades de los ntmeros irracionales. En
cs)nsecuencia, estas propiedades deben postularse. Por
ejemplo, se cumple que, si @ y b son mayores que Cero
\/ju Vb = Vab. Pero puesto que no puede probarse esto a
nivel elemental, los textos se limitan a afirmarlo y darle
un nombre. Se le llama propiedad del producto de las raices
cuadradas. Analogamente, no se puede probar que Va/b =
= a/ \.fb, y asi simplemente se afirma que esto se cumple
y se designa como propiedad del cociente de las raices cua-
dradas.

Otras dificultades surgen en la introduccién de los nu-
meros complejos, es decir, de los nameros de la forma
3+ \/.~ 1, 2 V — 2, etc. En este caso, el nuevo plan, como
el antiguo, inventa V —1 como solucién a la ecuacién
x* = —1 y forma entonces los nimeros complejos. Por otra
parte, se introducen los nimeros complejos como pares
ord_enados de ntimeros reales. Entonces se definen las ope-
raciones aritméticas entre nimeros complejos y se demues-
tra que las propiedades asociativa, conmutativa y distribu-
tiva se cumplen con estas operaciones.
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Los fundamentos légicos de la ’aritmética nos swvzrex
ahora para construir el algebra. El algebra se dlStl'l’lglil: s
la aritmética en que trabaja con expresiones que inc| yes
letras, como 3x* + 5x + 2, y opera con tales esprelsus)nnﬁ-
Puesto que las letras sustituyen a numeros }g t(;) 0s oestas
meros obedecen las mismas leyes, las.lf:tras obe f:cenS e
leyes. Consideremos una demostracion 'algebralc(:)a.‘ bees -
traremos que si a X b = 0, entonces o bien a es 0, 6 ,

rOo. .
D arSnib(cz)S:S(())flecleteorema estd demostrado. Si' a no es 1gua102
cero, hay una propiedad del sistema de ntmeros (>1<uz 2 :
dice que existe un invers.o .1/a. Entonces, <(:)omo a
y cualquier nimero multiplicado por 0 da 0,

1 1
— X (axb)=—x0=0.
a a

Por el axioma asociativo de la multiplicacién,

1
— ¥ alxb=0.
a

Pero como (1/a) x a=1,1x b=0; y ya que 1 X b=,
b =0.

ueda asi probado el teorema. )
: Algunos de los autores de libros de texto quieren hacer

mas facil el desarrollo logico del siste{na ded numleli”g:r 00.
«innovarlo». Los autores .de losd textl(l)iarriailsst :Sge ori,u:::has >
ducir los nimeros negativos, dan e
las propiedades habituales: ‘la suma de dos en i
i un entero, las propiedades conmutativa, aso

3ué?;§iebsutiva y alguna tan peculiar como l; pgopéziag.eciz{
opuesto de una suma: —(a~'+-b) = —a+ ('_:i )s 1eS alurgmos
plos del uso de estas propiedades y se pide a lo L istrvmpis
que los repitan. Por tultimo se enumeran ulnas = o
cuarenta propiedades y se supone que los alumn
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aprenderlas y aplicarlas. Los autores no dicen si estas pro-
piedades son axiomas ni demuestran sus enunciados. El
resultado es la confusién entre lo que se demuestra a partir
de los axiomas vy lo que son reglas. Los autores, en efecto,
estan repitiendo reglas mientras afirman que estan ensenan-
do matematicas deductivas.

Los ejemplos que hemos utilizado para mostrar cémo
se aplica la deduccién al dlgebra y la aritmética han sido
muy sencillos. Se puede imaginar facilmente lo largas y com-
plicadas que son las demostraciones cuando el algebra y la
aritmética se hacen mas complejas.

La interpretacién deductiva de la geometria euclidea es
fundamentalmente aquella que se ensefaba antes en la en-
seflanza secundaria. Por tanto, no es necesario exponerla
aqui. Sin embargo, en el capitulo siguiente tendremos que
decir algo mas acerca de las demostraciones en la geometria.

Puesto que la mayor innovacién de las nuevas matemati-
cas es la interpretacién deductiva de los temas estudiados
en el plan tradicional, tratemos de determinar qué méritos
pedagdgicos puede tener esta interpretacién. En particular,
¢lleva a comprender las matematicas?

Varias consideraciones nos obligan a responder esta pre-
gunta negativamente. Veamos, en primer lugar, cémo se
han desarrollado las mismas matematicas y si su historia
Nos proporciona argumentos a favor de una u otra respuesta.
Las matemiticas han sido creadas, después de todo, por se-
res humanos que indudablemente las comprendian. ;Cémo
llegaron los maestros Euclides, Arquimedes, Newton, Euler
y Gauss a comprender las mateméticas?

Las matematicas en sentido estricto se inician con las
contribuciones de los egipcios y babilonios durante un pe-
riodo aproximado que va desde el afio 3000 al 300 a. de
J. C. Estos dos pueblos crearon los rudimentos de la arit-
mética, el algebra y la geometria. En aritmética trabajaban
siempre con numeros y fracciones positivas. Desconocian
los nimeros negativos e incluso no introdujeron el cero,
pese a que los babilonios usaban una notacién posicional
en base sesenta para escribir grandes numeros. Es decir,
que, en su simbolismo, un ntimero tal como 125 significa
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1 % (60% + 2 X 60 + 5, asi como en nuestra base diez 125
significa 1 X 10? 4+ 2 X 10 + 5. Tal sistema de escritura
exige casi el cero, ya que para escribir 105 se necesita el 0
para indicar que el 1 no esta en la posicion de las «decenas»,
sino en la de las «centenas». Los babilonios, sin embargo,
no crearon el cero. Sus ntmeros fueron ambiguos y se tiene
que juzgar su significado por el contexto.
Todo lo que los egipcios y babilonios podian manejar
en geometria eran las férmulas del perimetro, el area y el
volumen de las figuras geométricas mas simples. Para cual-
quier figura que presentaba dificultades, tales como la lon-
gitud o el area del circulo, las férmulas eran sélo aproxima-
ciones. Asi que durante casi tres mil afios, dos civilizaciones
bastante desarrolladas en campos tales como el arte, la reli-
gién, el comercio, la astronomia y la arquitectura, no llega-
ron en las matematicas si no a los rudimentos. Mas aun,
aceptaron todos sus resultados sobre una base puramente
empirica. No desarrollaron siquiera el concepto de demos-
tracion deductiva. ¢Habrian podido tener estas civilizacio-
nes un conocimiento mas amplio de las matematicas? Indu-
dablemente. Todo lo que podemos decir es que la mente
humana no comprende facilmente las matematicas mas So-
fisticadas. De hecho, incluso los escasos resultados de los
egipcios y de los babilonios superan lo conseguido en el
terreno de las mateméaticas por cientos de civilizaciones que
tuvieron las mismas oportunidades y necesidades que ellos.
La primera civilizacién en la que se puede decir que flo-
recieron las matematicas fue la de la Grecia clasica; esta
civilizacién alcanzé su cenit entre los afios 600 y 300 a. de
J. C. Esta claro que los griegos tuvieron una mentalidad de
alcance sorprendente, incluso asombroso. Los pensadores
clasicos griegos fueron indiferentes generalmente a las ne-
cesidades del comercio, la navegacion y las cuestiones prac-
ticas, pero se dedicaron intensamente a la comprension de
la naturaleza. La geometria resultaba especialmente adecua-
da para ello, y es en esta area donde hicieron sus maximas
contribuciones. Los griegos fueron también quienes prime-
ro concibieron la matematica deductiva. Su objetivo era
obtener conocimientos verdaderos acerca de la naturaleza, y
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su plan, comenzar con a A % it
ipl ’ = n algunas verdades evidentes por si

mismas, tales como que dos punto erminan una recta

s det 1
que todos los dngulos re i d t
ctos son iguales. D

¥ : g s. Dadas estas verda-
€s, 0 axiomas obtener deductivamente ¢
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daderOS.
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el resultado final i
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cado de un pensami A : S set
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itivo. Inclus
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sobre argumentos intuiti inici
ler uitivos, defin inj
tificadas e inclu i | el
so carentes de significad i
. o y demostracio
- . nes
glodifzaias, como comprendieron los matematicos del si-
. sist'em(; ccilu(f ets_ mas importante, sin embargo, es que
eductivo aparece despué
és de que se ha lograd
. o
:(L)lm;f)rendelr todo su contenido. Mas ain: no es un acci%lente
e fuese la geometria eucli i
clidea el primer tem ibio
un desarrollo logico i sl
extensivo; la razén
un desz ara ello es 1
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geométricas y que las mi i
¢ mismas figura i
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ron toda el algebra en geometria para poder trabajar con
longitudes, areas y volumenes, que podian, por otro lado,
ser representados numéricamente con NUmeros irraciona-
les; incluso resolvieron las ecuaciones cuadraticas geomé-
tricamente.

La historia de las matemadticas tras el periodo superior
de la cultura griega es lo mas opuesto 2 la forma en que
se conciben ordinariamente las matematicas. El progreso
en el uso de los nameros irracionales se debi6 a la civiliza-
cién griega de Alejandria, que fue una fusién de las civili-
zaciones de la Grecia cldsica, Egipto y Babilonia, y a los
arabes e hindues, cuyos planteamientos eran totalmente
empiricos. Fueron los hindtes quienes decidieron que V2
V3 = V6, y su razonamiento fue que con los irracionales
podia «calcularse como con los enteros», es decir, como
con V4 V9 = V36. Puesto que esta ultima expresion es
obviamente correcta, como se puede ver tomando las raices
cuadradas de cada numero, igual sucede con Va3 =
— V6. Los numeros irracionales fueron gradualmente acep-
tados a causa de su utilidad y porque la familiaridad elimi-
na la critica.

Los ntimeros negativos, introducidos por la pragmatica
mentalidad hinda alrededor de 600 afos d. de J. iC,, no
tuvieron aceptacién durante mil afios. Razén: la falta de
una base intuitiva. Algunos de los mateméaticos mas gran-
des, como Cardan, Vieta, Descartes y Fermat, se negaron a
trabajar con nameros negativos. La historia de los nume-
ros complejos es similar, aunque no aparecieron hasta 1540
d. de J. C., aproximadamente, y aunque s6lo transcurrieron
unos doscientos afios hasta que su uso s€ normalizé. Es
interesante citar una observacion del eminente matematico
Carl Friedrich Gauss. Como es bien sabido, fue uno de los
descubridores de la representacion geométrica de los name-
ros complejos, y acerca de ella dijo en 1831: «Aqui [en
esta representacion] la demostracion del significado intui-
tivo de V —1 esta completamente razonada y no se necesita
mas para admitir esta cantidad en el dominio de la arit-
mética.» Ni Descartes, ni Fermat, Newton, Leibniz, Euler,
Lagrange, Gauss 0 Cauchy podrian haber dado una defini-
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ci6én de ntimero negativo, complejo o irracional. Sin em-
bargo, todos ellos manejaron estos numeros muy satisfac-
toriamente en su trabajo, al menos en relaciéon con el uso
que de ellos se hacia en su tiempo. La historia de todo el
sistema numérico no solo es pertinente por mostrar como
se ha desarrollado, sino también porque el élgebra y el
analisis (el calculo infinitesimal y sus ramas mas compli-
cadas) utilizan obviamente el sistema numérico, e indepen-
dientemente de la base sobre la que éste se apoye, debe
servir de base al algebra y al analisis.

En la historia del algebra hay otra anécdota significa-
tiva. El uso de una letra para representar un numero fijo
pero desconocido proviene de los griegos. Sin embargo, el
uso de una o varias letras para representar toda una clase
de ntimeros no se concibi6 hasta finales del siglo xvi. Fran-
gois. Vieta introdujo entonces expresiones como ax + b,
donde a y b podian ser cualquier numero (real) 2. El interés
mayor de tales expresiones generales es que lo que podemos
demostrar acerca de ellas se cumple para todos los valores
de a, b y x. Asi que si aprendemos a resolver la ecuacion
cuadratica ax? + bx + ¢ = 0, podemos resolver todas las
ecuaciones cuadraticas, porque a, b y ¢ pueden representar
cualquier numero. El uso de letras para representar cual-
quier numero o incluso una clase restringida de numeros
es entonces, verdaderamente, una enorme contribuciéon y
aparentemente simple una vez que se ha obtenido. Sin em-
bargo, durante todos los siglos en que los babilonios, egip-
cios, alejandrinos, griegos, hindues y 4arabes trabajaron en
4lgebra, no se les ocurri6 la idea de usar letras por clases
de numeros. Estos pueblos hicieron su algebra trabajando
con expresiones concretas como 3x’ + 5x + 6 = 0. Es de-
cir, que siempre usaron coeficientes numéricos, e incluso,
de hecho, en su mayor parte no usaron un simbolo como
la x para la incégnita. Usaron palabras.

¢Por qué se retrasé el uso de las letras como coeficien-
tes, en general, durante tanto tiempo? La respuesta podria
ser que este recurso es parte de un nivel mas alto de abs-

2 Vieta no admitia en realidad valores negativos para a, by %
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traccién en mateméticas, un nivel mayor, que suprime la
intuicién. Es mas dificil pensar acerca de ax +bx+c=0
que acerca de 32> + 5x + 6 = 0. Sin embargo, s6lo después
de que se introdujeron estos coeficientes generales fue po-
sible razonar deductivamente acerca de los procedimientos
algebraicos para expresiones generales significativas.

La historia del calculo infinitesimal es igualmente ins-
tructiva. No entraremos en los detalles de los conceptos que
estan relacionados con los fundamentos de esta materia.
Pero puede bastar con sefialar unos pocos hechos acerca
de su desarrollo. Los grandes nombres en la creacién del
calculo infinitesimal son, naturalmente, Isaac Newton y
Gottfried Wilhelm Leibniz. Sin embargo, Descartes, Fermat,
Cavalieri, Pascal, Roverbal, Barrow y al menos una docena
mas de conocidos mateméticos hicieron contribuciones sig-
nificativas antes que ellos. A pesar de que tanto se hubiese
hecho antes de que ellos desarrollaran su trabajo, ni New-
ton ni Leibniz pudieron formular correctamente los con-
ceptos basicos del calculo infinitesimal. Newton escribi6
tres importantes articulos sobre calculo infinitesimal y pu-
blicé tres ediciones de su obra maestra Los principios ma-
temdticos de la filosofia natural. En cada uno de estos tex-
tos dio una explicacién diferente del concepto basico, que
llamamos derivada. Actualmente, ningin principiante en el
calculo infinitesimal aceptaria ninguna de ellas. Leibniz fue
igualmente desafortunado en muchos de sus articulos. Su
primer articulo fue descrito por los famosos hermanos Ber-
noulli, James y John, como «un enigma mas que una expli-
cacién».

Tanto los trabajos de Newton como los de Leibniz reci-
bieron muchos ataques. Newton no respondié, pero Leibniz
si lo hizo. Se opuso a las «criticas puntillosas», y sostuvo
que no debjamos permitir que un exceso de escrupulos nos
llevara a rechazar los frutos de la inventiva. Sin embargo,
los defectos estaban alli y los ataques continuaron durante
todo el siglo xviir. Eran tan grandes las dificultades para
clarificar los conceptos basicos del calculo, que el famoso
matematico del siglo xviit Jean LeRond d’Alembert tuvo
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que advertir a los estudiantes: «Insistid y la fe vendra a
vosotros.»

Cabia esperar que el célculo entraria en crisis, en vista
de lo incierta, falta de claridad e incluso incorrecta que
era su fundamentacién. Pero antes de que se crease la ade-
cuada estructura deductiva, no solamente se habia exten-
dido y aplicado con éxito el calculo, sino que se habian
desarrollado, sobre la base del célculo, temas tan amplios
como las ecuaciones diferenciales ordinarias y en derivadas
parciales, el calculo de variaciones, la geometria diferencial
y la teoria de funciones de variable compleja. ¢Cémo logra-
ron los matematicos estos enormes avances? Esta claro que
pensaron intuitivamente. Los argumentos fisicos, los dibu-
jos, las generalizaciones apoyadas en casos sencillos cono-
cidos y la experiencia matematica contribuyeron a llegar a
conclusiones correctas.

Es muy significativo que los fundamentos légicos del
sistema numérico, el 4lgebra y el andlisis (el célculo y sus
ampliaciones) no fuesen desarrollados hasta finales del si-
glo x1x. En otras palabras, durante los siglos en los que se
edificaron las ramas mas importantes de las matematicas
no habia un desarrollo 16gico para la mayor parte de ellas.
Aparentemente la intuicién de los grandes hombres es mas
poderosa que su ldgica.

¢Qué podemos deducir de esta historia? Parece claro que

- primeramente se aceptaron y utilizaron los conceptos que

tenfan mayor significado intuitivo: todos los nimeros, las
fracciones y los conceptos geométricos. Los menos intuiti-
vos, los numeros irracionales, los ntimeros negativos, los
ntmeros complejos, el uso de letras como coeficientes gene-
rales y los conceptos del calculo, necesitaron de muchos
siglos para su creacién o para su aceptaciéon. Ademds, cuan-
do fueron aceptados no fue la légica la que indujo a ello
a los matematicos, sino los argumentos por analogia, el sig-
nificado fisico de algunos conceptos y la obtencién de re-
sultados cientificos correctos. En otras palabras, fue la
evidencia intuitiva lo que indujo a los matematicos a acep-
tarlos. La légica siempre ha venido mucho después de la
invencién, y, evidentemente, ha sido mas dificil de alcanzar.
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finalmente, a las formulaciones abstractas,
- siguiendo al hacer esto el mismo camino a lo largo del cual
‘la raza humana ha salido de su sencillez original para llegar
‘a las formas mas elevadas del conocimiento. Es necesario
recordar frecuentemente este principio, ya que siempre hay
quienes, al estilo de la escolastica medieval, comienzan la
ensenanza con las ideas mas generales, defendiendo este mé-
todo como "el tnico cientifico”

- Y, sin embargo, esta justi-
ficacién es todo menos cier

ta. Ensenar cientificamente sélo
quiere decir inducir a pensar cientificamente, de ningun
modo enfrentar al alumno, desde el principio, con frios
sistemas cientificamente pulidos.

»Un obsticulo esencial para la difusion de tal método,
natural y verdaderamente cientifico, es la falta de
mientos histéricos que tan a menudo se
combatir esto, he intentado que el texto i
toricas. Al hacerlo confio haber
lentitud se han producido toda
€omo casi siempre han aparccido primero en esbozo y sélo
han cristalizado después de largo tiempo en la forma defi-
nitiva que resulta familiar en la exposicion sistematica.»

No se puede dudar de que 1
des matematicos encontraron s
los que tropiezan los estudia
ningun intento de acabar con
palabreria logica. Si
de anos desde que

conoci-
hace notar. Para
ncluya notas his-
puesto de relieve con qué
s las ideas matematicas;

as dificultades que los gran-
on también los obstaculos en
ntes y no puede tener éxito
estas dificultades a base de
los matematicos necesitaron un millar
aparecieron las primeras matematicas
hasta que llegaron al concepto de nimero negativo —y esto
es lo que sucedio—, y si fueron necesarios otros mil afos
para que los matematicos aceptaran los numeros negativos
—como asi fue—, podemos estar seguros que los estudiantes
tendran dificultades con los ntreros negativos. Ademas, los
estudiantes tendran que superar estas dificultades aproxi-
madamente en la misma forma en que lo hicieron los ma-
tematicos, acostumbrandose gradualmente a los nuevos
conceptos, trabajando con ellos y sacando partido de todo
apoyo intuitivo que el profesor pueda darles. N
se puede argumentar que, aun si el cr
tematicas ha seguido el cami

aturalmente,
ecimiento de las ma-
no descrito, nosotros tenemos
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ahora las estructuras légicas necesarias para el sistema nu-
mérico, el calculo, etc., y no necesitamos pedir a los estu-
diantes que repitan las especulaciones de los maestros. Po-
demos ofrecer a los estudiantes los planteamientos correc-
tos y ellos los entenderan. Este argumento puede ser con-
trarrestado por el hecho de que los mas importantes mate-
méaticos trataron de construir los fundamentos légicos de
estas materias, pero fracasaron durante siglos. Su fracaso
demostraria que las interpretaciones l6gicas no son faciles
de captar. Se puede comprimir la historia y evitar muchos
de los esfuerzos y trampas inttiles, pero no es posible darla
de lado. Pero, naturalmente, nuestros estudiantes pueden
ser superiores a los mejores mateméaticos del pasado.

Pero no insistiremos més en la evidencia histérica. Hay
otros argumentos mas fuertes contra una interpretacion
puramente deductiva de las matematicas elementales.

Debemos notar, antes de nada, que existe ya una expe-
riencia en la presentacion deductiva de las matematicas. La
geometria euclidea ha sido expuesta de esta manera durante
siglos. Ademas, su significado intuitivo es también evidente
para el estudiante. Sin embargo, los estudiantes no han te-
nido mas éxito en dominar la geometria que el 4lgebra; ni
han dejado el curso de geometria con un sentimiento de
alegria por haber comprendido al fin una rama de las ma-
tematicas. Entonces, si la evidencia historica no es suficien-
te, debe haber otros argumentos pedagogicos contra la
interpretacién logica. No son dificiles de encontrar.

Hacia la mitad del siglo X1X se establecieron los diversos
tipos de nimeros y sus propiedades sobre la base del uso
que se hacia de ellos. Asimismo, las propiedades de las fun-
ciones, derivadas e integrales, usadas en el célculo se acep-
taron sobre la base de que parecian evidentes para las fun-
ciones mas simples o sobre la base de la verdad fisica de
los resultados obtenidos. Los mateméaticos se ocuparon e€n-
tonces de la construccion logica de los fundamentos de las
propiedades que habian empleado. De hecho, la légica tenia
que justificar aquellas propiedades, antes que determinarlas.
Asi es como se edificé una estructura muy artificial y com-
plicada de axiomas y teoremas. El propésito de esta estruc-
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tura era satisfacer las necesidades de los matematicos pro-
fesionales, que insistian en la estructura deductiva, pero
nunca se pensé utilizarla para una interpretacién pedagé-
gica. Sin embargo, son estos fundamentos l6gicos los que
la nueva matematica emplea para educar el entendimiento.

.El hecho de que la utilidad determina la interpretacion
légica, y no al contrario, es tan basico en matematicas que
merece que hagamos hincapié¢ en él. Veamos un ejemplo.
P?.ra sumar fracciones, en la mayor parte de los casos, por
ejemplo, para sumar 1/2 y 1/3, las reducimos al minimo
comiin denominador y sumamos 3/6 y 2/6, obteniendo 5/6.
Sin embargo, cuando multiplicamos fracciones, multiplica-
mos los numeradores y los denominadores, es decir
1/2 X 1/3 = 1/6. Podriamos «sumar» las fracciones sumani
do los numeradores y los denominadores y obtener 1/2 +
+1/3 =2/5. ¢Por qué no usamos este dltimo método?
Seria mas simple, pero no se ajustaria a la experiencia.
Cuando hemos adoptado una definicién util de la suma, las
propiedades légicas de ésta deben deducirse de la defi-
nicién.

Otro ejemplo puede ser la multiplicacién de matrices.
P?ra el uso de las matrices se requiere que la multiplica-
cién sea no-conmutativa, aunque podriamos definir una
multiplicacién que fuera conmutativa. Desde el momento
en que la multiplicacién debe ser no-conmutativa, los fun-
damentos 16gicos de la teoria de matrices deben adaptarse
a este hecho. Por tanto, la légica no dicta cudles son los
contenidos de la matematica; el uso es lo que determina
la: e§tmctura légica. La organizacién légica aparece a poste-
riori, y en cierto sentido es tan sélo un adorno 3.

De hecho, si un estudiante es realmente inteligente y se
le pide que emplee el axioma conmutativo para, por ejem-
plo, justificar que 3 X 4 = 4 X 3, puede muy bien pregun-
tar ¢por qué se cumple el axioma conmutativo? La verda-
de;'a respuesta es, naturalmente, que nosotros aceptamos el
axioma conmutativo porque nuestra experiencia con grupos
de objetos nos dice que 3 X 4 =4 X 3. En otras palabras,

3 Véase la definicién de matriz en el capitulo 8.
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el axioma conmutativo es correcto porque 4 X 3 =3 X 4
y no hay que darle mas vueltas. El estudiante normal repe-
tird como un papagayo las palabras «axioma conmutativo»
y querra, como Pascal lo expreso en sus Cartas provincianas,
«fijar estos términos en la memoria porque no significan
nada para la inteligencia».

Repitamos que es preciso conocer la finalidad de la ma-
tematica para poder cdificar sus fundamentos logicos. Poin-
caré¢ senalaba que existen varias formas de construir el sis-
tema numérico a partir de los nimeros positivos. ¢Por qué
aceptamos una y no otra? «La eleccion se guia por la con-
sideracion de la nocién intuitiva dentro de la cual esta
construccién ocupa un lugar; sin esta consideracion, la elec-
cion aparece injustificada. Pero para comprender una teo-
ria no es suficiente con mostrar que el camino elegido no
presenta obstdculos, es necesario tener en cuenta las razo-
nes por las que se toma ese camino. ¢Es posible entender
una teoria si desde el primer momento se le da la forma
definitiva que impone una légica rigurosa, sin mencionar
para nada el camino por el que ha llegado a adoptar esta
forma? No, realmente no es posible entenderla; incluso re-
sulta imposible retenerla si no es de memoria.»

Las consideraciones de Poincaré pueden aplicarse al jue-
go del ajedrez. Para jugarlo no basta con saber las reglas
para mover las piezas. Con este conocimiento uUnicamente
se puede saber si un movimiento es correcto, pero no se
puede entender si un movimiento es mejor que otro. Las
razones o estrategias internas no son evidentes. En el caso
de la matematica, la razén interna es su uso.

En realidad, la interpretacién légica induce a error. Al
extender el sistema numérico desde los nuimeros naturales
a los otros tipos de numeros, se insiste en el nuevo plan
en la conservacion de las propiedades asociativa y conmu-
tativa de las operaciones. ¢Por qué insistir en esas propie-
dades? Los profesores saben que el uso de los numeros
necesita de ellas, pero los estudiantes adquieren la idea de
que son propiedades necesarias a todas las cantidades mate-
miticas. ¢Por qué, entonces, no extendemos la propiedad
conmutativa a la multiplicacién de matrices? La respuesta

La interpretacion deductiva de las matemdticas 33

~ es que el uso al que se destinan las matrices exige la mul-
~tiplicacién no conmutativa. La interpretaciéon logica da a

los estudiantes una impresion enteramente falsa sobre la
forma en que se desarrollan las matematicas.

La mayor parte de las demostraciones que se ensefian
a los estudiantes también son artificiales por otras razones.

" Cuando un matematico pretende demostrar un teorema que
Je parece correcto, utiliza para la demostracion todos los
medios, por mas que sean pesados, indirectos o tortuosos,
pero quizd mas naturales en el proceso creativo. Una vez
que el teorema ha sido demostrado, sabiendo cémo puede
superarse la dificultad esencial, el matematico o sus suce-
sores pueden idear por lo general una demostracién mas
facil o mas directa. Algunos teoremas han sido demostrados
varias veces, y cada una de las sucesivas demostraciones
remodela y simplifica la anterior, incluyendo a menudo
generalizaciones y resultados mas fuertes. Asi que el teore-
ma final y su demostracion se alejan de los iniciales plan-
teamientos naturales. Cabe esperar, entonces, que los estu-
diantes, al enfrentarse a un resultado tan trabajado y lima-
do, y posiblemente més complejo, no puedan captarlo.
Ademas de intentar rehacer una demostracion para aumen-
tar su brevedad y quiza su elegancia, a los matematicos les
gusta erigir estructuras légicas en las que se deducen mu-
chos teoremas a partir de un pequefio numero de axiomas.
El ajustar un teorema dentro de una estructura semejante
puede exigir complicaciones adicionales en la demostracién
y producir atn mas dificultades a los estudiantes que pre-
tenden comprenderlo.

Muchos profesores salen de sus clases muy satisfechos
consigo mismos después de haber expuesto una serie de
semejantes teoremas y demostraciones. Pero los estudiantes
no quedan satisfech-s. No han comprendido de qué iba,
y todo lo que pueden hacer es aprender de memoria lo que
han oifdo. No conocian el pensamiento original y no han
sacado nada en limpio de las repulidas demostraciones. La
interpretacion deductiva ha sido comparada a un zorro que
borra sus huellas con la cola.

El hincapié¢ en la interpretacién légica engafia también
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al estudiante en otro sentido. Le hace creer que las mate-
maticas han sido creadas por genios que comenzaban con
axiomas y razonaban directamente desde los axiomas hasta
los teoremas. El estudiante, que no puede funcionar de
esta manera, se siente humillado y desconcertado, pero el
servicial profesor estd completamente preparado para de-
mostrar su genio en accién. Quiza no haga falta decirnos,
a la mayor parte de nosotros, cémo ha sido creada la ma-
temdtica, pero nos convendria escuchar las palabras de
Félix Klein: «A menudo oye decir a los no-mateméticos,
especialmente a los filésofos, que las matematicas consis-
ten exclusivamente en sacar conclusiones de unas premisas
claramente establecidas, y que en este proceso no importa
lo que las premisas significan, ni si son verdaderas o fal-
sas, siempre que no se contradigan entre si. Pero una per-
sona que haya hecho un trabajo matematico productivo
hablara de forma diferente. De hecho, esta gente [los no-
matematicos] piensan s6lo en la forma cristalizada que fi-
nalmente adoptan las teorias mateméticas. Sin embargo,
el investigador en matematicas como en cualquier otra
ciencia, no trabaja con un modelo deductivo riguroso. Por
el contrario, esencialmente hace uso de su imaginacién, y
procede intuitivamente ayudado por métodos heuristicos.
Se pueden dar numerosos ejemplos de matematicos que
habiendo descubierto teoremas de gran importancia no han
sido capaces de demostrarlos. ¢Deberiamos insistir en que
esto no son matematicas, por respeto a la definicién ante-
rior, y negarnos a reconocer sus logros? Después de todo,
el modo en que se use la palabra es algo arbitrario, pero
ningun juicio de valor podra negar que el trabajo induc-
tivo de quien enuncia un teorema por primera vez es, por
lo menos, tan valido como el trabajo deductivo de quien
lo prueba. Pues ambos son igualmente necesarios, y sin
el descubrimiento no seria posible la conclusién posterior.»
Es intelectualmente deshonesto ensefiar la interpretacién
deductiva como si se llegara a los resultados por pura
logica.

La interpretacién légica produce complicaciones practi-
cas. Si un estudiante tiene que demostrar, por ejemplo,
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que 4ab (ab+3ac) = 4a*b* + 12a’be, debiendo justificar cada
paso, tendra que pensar cuidadosamente y dar razones a
tantos pasos que necesitara minutos para hacer lo que haria
casi automaticamente sobre la base de la experiencia nu-
mérica. Es muy preferible que los estudiantes se familiari-
cen con las propiedades basicas, tales como la distributivi-
dad, conmutatividad y asociatividad, hasta el punto de no
advertir cuando las estan usando.

Pedir a los estudiantes que citen los axiomas en las ope-
raciones elementales con nameros es como pedirle a un
adulto que justifique cada accion que realiza al levantarse
por la mafiana. ¢Por qué se bana? ;Por qué se limpia los
dientes? ¢Por qué se pone la ropa? Si un hombre tuviera
que plantearse estas preguntas y responderlas, nunca llega-
ria al trabajo. La mayor parte de las cosas que hace por
la manana deben ser habituales.

Hay un cuento sobre un ciempiés que iba caminando
tranquilamente cuando se encontré con un sapo. El sapo
le dijo al ciempiés: «Es asombroso que teniendo cien pies
sepas cuando debes usar cada uno». Al instante el ciempiés
comenzé a pensar qué pie debia usar a continuacién y no
se pudo mover.

Los estudiantes deberian habituarse a las operaciones
elementales con numeros, de tal forma que no tuvieran que
pensar en ellas. Después de ver que cuatro conjuntos de
tres cubos y tres conjuntos de cuatro cubos hacen ambos
doce cubos, los estudiantes aceptaran el principio conmu-
tativo como algo tan evidente que no necesita ser mencio-
nado. Mas aun, en vez de obligarles a considerar esta pro-
piedad en los numeros naturales, en los nimeros enteros,
en los numeros racionales y en los demas, se les deberia
ensefiar que todos los numeros poseen estas propiedades.
De hecho, deberiamos hacer lo posible para que los estu-
diantes se familiarizaran con las operaciones elementales,
hasta el punto de no pensar en ellas mas de lo que se
piensa cuando uno se ata el cordén de los zapatos. Deberia
alegrarnos que los alumnos aceptasen incondicionalmente
hechos que les parecen completamente razonables, basan-
dose en la experiencia con nimeros o en argumentos intui-
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tivos. Si un alumno no ve réapidamente que 3 X @ = a X 3,
no es por no estar familiarizado con la propiedad conmu-
tativa, sino por no haber comprendido que a es simplemente
un numero. Cuando llegue el momento de estudiar una
operacién no conmutativa, entonces se debera discutir el
concepto de conmutatividad.

La necesidad de que parte del trabajo se realice auto-
maticamente ha sido acentuada por hombres que sin duda
comprendian el papel de las demostraciones deductivas.'El
filosofo Alfred North Whitehead dice en An Introduction
to Mathematics: «3s un tépico profundamente erréneo,
repetido por todos los libros de texto y por las personas
eminentes cuando dan conferencias, que deberiamos culti-
var el arte de pensar en lo que estamos haciendo. Sucede
exactamente al revés. La civilizacién avanza al aumentar el
numero de operaciones importantes que podemos realizar
sin pensar en ellas. Las operaciones del pensamiento son
como las cargas de caballeria en las batallas: su numero
debe ser estrictamente limitado, exigen caballos frescos y
s6lo deben hacerse en momentos decisivos.»

Hay muchos campos en los que el actual hincapié en la
interpretacion logica es completamente hipdcrita. ¢Qué ma-
tematico usa el desarrollo l6gico de los nimeros complejos
para justificar sus operaciones con numeros reales o com-
plejos? Esto es, sin embargo, lo que se ensena a los alum-
nos como camino para aprender la «verdad» sobre los nu-
meros. ¢Cudntos matematicos han comprobado alguna vez
que V2V? estd definido en la teoria de los nameros irra-
cionales, o han demostrado rigurosamente que V2 V3 =
= V3 V2? ¢Cuantos han trabajado alguna vez sobre des'-
arrollos de la geometria euclidea sin la ayuda de figuras?
Félix Klein no vacilé en admitir: «Para mi es imposible
seguir un argumento geométrico puramente légico sin te-
ner delante las figuras en las que el razonamiento se apoya
constantemente.»

De hecho, la tentativa de mantener planteamientos com-
pletamente deductivos conduce a una trampa. A menudo
es necesario recurrir a demostraciones que incluso los pro-
fesores de orientacién légica reconocen ser demasiado di-
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ciles para el estudiante; por ejemplo, la demostracién de
la formula del drea del circulo en geometria. Muchos textos
evitan el problema aceptando como un axioma que el area
"es igual a nr%, donde r es el radio. Naturalmente, si podemos
introducir axiomas a voluntad no hay necesidad de probar
!ﬂ‘ﬁada. La tinica leccién que un estudiante aprendera de tales
”_éxposiciones es que cuando se quede atascado puede intro-
~ducir un axioma. Mientras que en otras cuestiones se pide
'a los alumnos que asimilen trivialidades, en el axioma del
~ 4rea se les pide que se traguen un camello completo.

~ Por otra parte, al poder introducir axiomas libremente,
numerosos textos emplean hasta setenta u ochenta axio-
‘mas. Como a los alumnos se les exige que al hacer las
demostraciones citen los axiomas que justifican cada paso,
estan obligados a recordar los setenta u ochenta axiomas.
Lo cual es una carga intolerable que los alumnos no pueden
sobrellevar. Sin embargo, tales libros piden que se evite
el estudio de memoria y que se ensefic a pensar y a com-
‘prender. El profesor de mateméticas no puede permitirse
ser parco ni generoso en el uso de axiomas.

Otras medidas para evitar las demostraciones dificulto-
sas son igualmente perjudiciales. En la presentacion del sis-
tema de los ntimeros reales, los textos de bachillerato parten
de la axiomatica de los nimeros naturales. Pero al llegar
a los numeros irracionales, los autores reconocen que su
desarrollo logico es demasiado dificil para los estudiantes,
recurriendo a la recta numdrica. Muestran cémo los enteros
y las fracciones pueden relacionarse con los puntos de una
recta y entonces hacen notar que para algunos puntos no
existen los numeros correspondientes. Se introducen enton-
ces los numeros irracionales, como los correspondientes a
esos puntos. Si la presentacion logica de los numeros ra-
cionales tenia algun valor, éste se ha disipado a causa de
esta introduccion de los irracionales, tan carente de sig-
nificado.

Todos los planes piden que se ensefic a los estudiantes
a obtener los resultados por si mismos. El descubrimiento,
por oposicion con y opuesto a la aceptacion acritica y pa-
siva de los enunciados acabados y pulidos de teoremas vy
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demostraciones, supone la creacién o recreacién de las ma-
tematicas por los estudiantes, posiblemente con la orienta-
cién del profesor. (Cémo crean los mateméticos? Su pri-
mera meta es adivinar un posible teorema. Cuando lo han
logrado, deben realizar un nuevo trabajo creativo para en-
contrar la demostracién. Como el gran matematico Carl
Friedrich Gauss dijo, «<he llegado al resultado, pero no sé
todavia céomo demostrarlo». En el trabajo creativo inter-
vienen la imaginacién, la intuicién, la experimentacion, las
conjeturas sensatas, el tanteo, las analogias, incluso las mas
vagas, los tropiezos y los titubeos. Las demostraciones
deductivas juegan un papel pequefio, si juegan alguno.

La creatividad presupone flexibilidad en la resolucién
de un problema, y que tomemos ideas de todos los campos
de las matematicas, aunque no caigan dentro de los con-
fines de una estructura axiomadtica particular. Esta tltima,
de hecho, acttia como una camisa de fuerza mental.

¢Cual es la contribucién de la légica a la creacién de
los conceptos?, ¢qué procesos deductivos nos llevan a con-
sidevar triangulos semecjantes o a considerar las alturas o
las medianas de un triangulo? La légica sola no conduce
hasta nuevas ideas, como la gramatica no conduce a la
poesia ni el solfeo a la musica. La creacion ha sido descrita
algunas veces como el siguiente proceso. Las matematicas
dicen A, escriben B, quieren decir C, pero o que significan
es D. Y de hecho, D es una idea espléndida que emerge al
poner orden en la confusion.

Algunas de las mas grandes ideas no son cuestion de
logica. El mejor ejemplo es quizd la aplicacion de la geo-
metria no-cuclidea al espacio fisico. El aspecto ldgico, a
saber, llevar hasta el fin las consecuencias de aceptar un
axioma de paralclas no-euclideo, fue una tarea relativamente
simple que realizaron Saccheri, Lambert, Legendre, Schwei-
kart, Taurinus y muchos otros. Pero fue Gauss quien por vez
primera reconocié que todas estas nuevas geometrias eran
tan aplicables como la geometria euclidea. Las consecuen-
cias que esto trajo para las matematicas fueron tan revolu-
cionarias como la misma creaciéon de la matemaética.

Uno de los principales matematicos de nuestro tiempo,
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Henri Lebesgue, sefial6 el papel subordinado de la légica.
«Ningtn descubrimiento ha sido hecho en matematicas, o
en un campo relacionado, por un esfuerzo de légica deduc-
tiva; los descubrimientos resultan del trabajo de la imagi-
naciéon creadora, que construye lo que le parece que es
verdad, guiada a veces por analogias, a veces por un ideal
estético, pero sin apoyarse nunca en sélidas bases légicas.
Una vez que un descubrimiento ha sido hecho, la légica
interviene como un control; es la légica la que decide final-
mente si el descubrimiento es verdadero o ilusorio: su
papel, por tanto, aunque considerable, es solamente secun-
dario.»

Asi que la concentracion en la interpretacién deductiva
omite el trabajo vital. Destruye la vida y el espiritu de las
matematicas. La formulacion deductiva atavia la actividad
real, pero disimula la carne y el hueso. Es como las ropas
que hacen a la mujer, pero no son la mujer. Es el ultimo
acto en el desarrollo de una r .ma de las matematicas vy,
como dijo un prudente profesor, cuando se lleva a cabo la
cuestion esta lista para el entierro. La légica debe ser una
norma y una obligaciéon de las matematicas, pero no es su
esencia en mayor medida que la gramatica es la esencia
de la Biblia o de las obras de Shakespeare. Las estructuras
deductivas a las que muchos matematicos llaman mate-
méticas son las ramas secas de una planta viva. Son forma-
lismos vacios opuestos a los contenidos reales; son la facha-
da de los palacios.

Otro de los argumenios que emplean los defensores de
la nueva matemdtica es el de que las estructuras logicas
ensefian a los estudiantes a pensar deductivamente. Esto es
probablemente correcto. Pero aunque sea asi, ¢por qué es
tan importante la logica deductiva? No es el tipo de pensa-
miento que resulta Util en la vida diaria. No es posible
solucionar deductivamente los problemas grandes y peque-
fios que los seres humanos encuentran en su vida. No hay
axiomas evidentes por si mismos de los cuales se pueda
deducir qué camino seguir, con quién casarse o si ir al cine.
Las verdaderas decisiones exigen discernimiento, para el
que no hay lugar en el razonamiento deductivo. La mentali-
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dad juridica, la de negocio y la politica son mucho mas
importantes.

Los modernistas utilizan a menudo otro argumento a
favor de su planteamiento. Las mateméticas se pueden dis-
frutar como un juego jugado de acuerdo con ciertas nor-
mas. Pero, probablemente, ante la interpretacién puramente
axioméatica de las matematicas, un estudiante inteligente
se preguntard: «;por qué tengo que jugar este juego de
acuerdo con estas particulares reglas?».

En vista de los muchos defectos pedagégicos de la inter-
pretacién légica de las matematicas, no es sorprendente
que muchos matemdticos perspicaces (hay algunos no
perspicaces) se hayan opuesto publicamente a la interpre-
tacién légica. Descartes desaprobé la légica en un lenguaje
bastante severo. «Yo encuentro que la légica, sus silogis-
mos y la mayoria de sus preceptos son utiles para comunicar
lo que ya sabemos, o para discernimiento de lo que igno-
ramos, pero no para la investigacién de lo desconocido.»
Roger Bacon dijo: «Un argumento puede decidir una cues-
tién, pero no nos da la seguridad de hallarnos ante una ver-
dad, excepto si podemos comprobar por la experiencia que
esta verdad lo es realmente.» Pascal apuntaba: «La razén
es el lento y tortuoso método por el que descubren la ver-
dad quienes no la comprenden.»

La interpretacién légica recuerda la réplica que Samuel
Johnson dio a un hombre que insistia en pedirle una expli-
cacién de sus comentarios. Johnson dijo: «Le he dado un
argumento, pero no estoy obligado a hacérselo compren-
der.» La estéril y seca interpretacién axiomatica no facilita
la comprensién. El estilo de la légica formal es una de las
influencias mas desvitalizadoras en la ensefianza de las ma-
tematicas en la ensefianza secundaria. Una ordenada pre-
sentaciéon 16gica de las matematicas puede tener un atrac-
tivo estético para el matematico, pero sirve de anestésico
para el estudiante.

Estos argumentos contra una interpretacién exclusiva-
mente deductiva de las matematicas no significan que se
deba rechazar completamente el uso de las demostraciones
deductivas. Estas tienen un lugar que discutiremos mas
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lante (cap. 11), pero respecto a las demostraciones de-
uctivas, es fundamental ponerlas en su sitio.

Quiza, después de todo, tenga alguna ventaja la inter-
tacion logica de las matematicas. Como dijo Bertrand
sell en The Principles of Mathematics (pag. 360), «una
las principales ventajas de las demostraciones es que
culcan un cierto escepticismo respecto al resultado demos-
ﬂg‘ado». Henri Lebesgue veia otro valor en las demostracio-
nes deductivas: «La ldgica nos hace rechazar ciertos argu-
“mentos, pero no nos puede hacer creer ningin argumento.»
Se deben respetar las demostraciones matematicas, pero
'sospechando de ellas. Si uno de los principales objetivos
~de la ensefianza de las matematicas es inculcar el escepti-
- cismo en los estudiantes, éstos estan obteniendo al menos
un beneficio de las actuales extravagancias ldgicas.
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«La geometria no es nada si no es rigurosa... Se
considera casi universalmente que los métodos de
Euclides son impecables en lo que se refiere al
rigor.»

Henri John Stephen Smith (1873)

Los portavoces de la matemdtica moderna no estan cou-
tentos con la interpretacién deductiva de las matematicas.
Quieren presentar un desarrollo deductivo riguroso.

Aclaremos primero la distincién entre desarrollo deduc-
tivo y desarrollo deductivo riguroso. La geometria euclidea,
que la mayor parte de nosotros aprendimos en la escuela
secundaria y que coincide esencialmente con la presentacién
que de ella hizo Euclides en sus Elementos, unos 300 afios
a. de J. C., es deductiva. Sin embargo, no es rigurosa. La
distincion esta en el hecho de que Euclides y sus sucesores,
hasta épocas recientes, usaban implicitamente axiomas y
teoremas que eran tan evidentemente verdaderos que o bien
no comprendieron que los estaban usando (asi como nos-
otros ignoramos el aire que respiramos), o pensaron que
no habia necesidad de enunciarlos o mencionarlos en las
demostraciones. Asi es obvio que una linea divide al plano
en dos partes y que un tridngulo tiene un interior y un
exterior. Si tenemos tres puntos en una linea, parece evi-
dente que uno y sélo uno de los tres puntos estd entre los
otros dos.

Consideremos otro ejemplo. Supongamos dos circulos
trazados de tal forma que la distancia entre los dos centros
es menor que la suma de los dos radios (fig. 5.1). Euclides
no vacilé en afirmar que los circulos se cortaban en dos
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puntos. Este hecho no esta garantizado por los axiomas de
Euclides. Se podria argumentar que la estructura del circulo
es tal que exactamente en los dos lugares donde se supone
que los circulos se cortan puede que no haya puntos de
uno o de los dos circulos. El argumento es técnicamente
correcto. Sin embargo, el concepto de circulo de Euclides
como nuestro concepto intuitivo, indica que se les puedé
dibujar como estructuras continuas, es decir, con puntos
todo a lo largo de la circunferencia.

Fictra 5.1

Como hemos dicho, estos v otros hechos fueron usados
por Euclides y los textos tradicionales sin mencionarlos ex-
plicitamente. Los modernistas creen que lo que perturba a
l(?s estudiantes es el uso de suposiciones y teoremas no men-
cionados, y que, por no estar las demostraciones estricta-
mente completas, se dificulta la comprensién de los estu-
diantes. Es engafioso también, dicen los modernistas, pre-
sentar demostraciones supuestamente completas, pero que
en realidad no lo estan. ,

El remedio para estos «defectos» de la geometria eucli-
dea tradicional es afiadir axiomas adicionales y entonces
demostrar cada afirmacién, aunque sea evidente, mediante
r_azon'amientos deductivos. Los nuevos axiomas son de va-
rios tipos: axiomas de existencia, axiomas de orden y axio-
mas de continuidad. Entre los axiomas que deben afiadirse
estdn los que afirman que la recta que une dos puntos
c’ua_llesquiera es Unica, que la distancia entre dos puntos es
tmnica, que un plano contiene al menos tres puntos y que la
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linea divide al plano en dos partes. Hay también un axioma
de continuidad que garantiza que dos circulos trazados
previamente se cortan efectivamente en dos puntos y que
si Ay B (fig. 52) estdn a lados opuestos de una recta i

la linea que une A y B corta realmente a ! en un punto

comun a las dos lineas. El enunciado de estos axiomas
varia algo de uno a otro texto moderno.

A

B

o
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En el tratamiento moderno de las matematicas se de-
tallan todos los axiomas y teoremas necesarios para una
interpretacién deductiva rigurosa de la geometria. Esto
implica la introduccién de muchos axiomas adicionales y
de docenas de teoremas cuyos resultados son obvios intui-
tivamente. Por ejemplo, se demuestra que un segmento no
sélo tiene un punto medio, sino que éste es unico, y que
un tridngulo tiene interior y exterior.

El rigor ha sido incorporado también al 4lgebra. Asi
que no se presupone que el resultado de sumar 4 y 6 sea
un dnico numero. Podrian concebirse dos respuestas. Se
introduce el llamado axioma de cierre que afirma la exis-
tencia y unicidad de la suma. Al tratar con la relacién de
igualdad no se suponen sus propiedades evidentes. Se acepta
COmo un axioma que a = a y esta propiedad se llama refle-
xiva. ¢Podemos estar seguros de que si a = b, entonces
b = a? Un axioma nos asegura que se cumple esto. Esta
propiedad se llama simétrica. Finalmente se postula que
sia=byb =c, entonces a = ¢, con lo que la transitividad
de la igualdad est4 asegurada.
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" En élgebra, como en geometria, la acumulacién de axio-

- mas requeridos por el rigor exige la demostracién de teo-

remas evidentes, que los estudiantes usarian en otro caso

“inadvertidamente.

¢La incorporacién del rigor supone una contribucién a

' la pedagogia? Sefialemos primeramente que algunos de los

defectos ahora sefialados en el desarrollo de la geometria
euclidea podrian ser remediados facilmente. Asi, el método
de Euclides para establecer sus teoremas sobre la congruen-
cia de los tridngulos se apoya en su axioma de que dos
figuras son congruentes si pueden ser superpuestas. Hay
objeciones validas a este axioma, pero estas objeciones pue-
den evitarse f4cilmente mediante un cambio intuitivamente
aceptable, por ejemplo, diciendo que dos tridngulos son
congruentes si dos lados y el angulo comprendido de uno
de ellos son iguales a los dos lados y el angulo comprendido
del otro. De esta manera se perfecciona a Euclides sin ir
mas alla de la comprensién de los jovenes; asi que no hay
razén para no hacer el cambio. Por el contrario, hay serias
objeciones contra la introduccién de la mayor parte de los
axiomas y teoremas que requieren un desarrollo deductivo
verdaderamente riguroso.

Hasta hace unos cien afios los mateméticos vefan en el
planteamiento de Euclides un modelo de rigor. Es verdad
que algin matemético podia criticar esporddicamente el
enunciado de un axioma o sefialar la necesidad de un axioma
adicional. Pero nadie se tomé estas criticas en serio porque
sélo requerfan pequefios cambios o adiciones. La creacién
de la geometrfa no-euclidea, en el primer tercio del si-
glo x1x, forzé a los matematicos a ser m4s criticos respecto
a la geometria euclidea y asi se dieron cuenta de que Eucli-
des habfa usado axiomas y teoremas intuitivamente tan
evidentes que no se habifa percatado de estarlos usando.

Pedir a los estudiantes que reconozcan la necesidad de
estos axiomas y teoremas que faltan es pedirles una actitud
critica y una madurez mental que no est4 al alcance de los
jévenes. Si los mejores matematicos no advirtieron la falta
de estos axiomas y teoremas durante dos mil afios, ¢cé6mo
puede esperarse que los j6venes vean su necesidad? Para
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los defensores de las axiomaticas rigurosas no tiene ningin
peso el que los mejores matematicos hayan considerado
durante dos mil afios que la geometria euclidea, tal y como
fue formulada por un Euclides supuestamente descuidado
o ingenuo, como un modelo de rigor. Los estudiantes de
hoy, aparentemente, son mas listos y no estdn satisfechos
con la tosca versién presentada por Euclides. Posiblemente,
también es ésta la razén de que no vayan bien en geo-
metria.

Para presentar un desarrollo riguroso del sistema nu-
mérico y de la geometria, debemos asegurarnos primero de
que los estudiantes advierten las faltas de rigor, y entonces
ensefiarles a tenerlo. Los estudiantes de geometria usan
ficuras aue automaticamente ponen de relieve detalles tales
como el orden de los puntos en una linea, que la presenta-
cién rigurosa resuelve mediante axiomas adecuados. Asi, el
profesor tiene que emplear gran cantidad de tiempo en
hacer comprender a un estudiante que ha aceptado muchos
hechos con una base intuitiva o visual. Incluso si el profe-
sor consigue, a base de insistencia y de hacer hincapié en
ello, que los estudiantes vean la necesidad de los axiomas
y de los teoremas que faltan. los estudiantes llegarén a una
conclusién que no aumentard en nada su inclinacién a las
matematicas. En un desarrollo riguroso del dlgebra y la geo-
metria es preciso demostrar muchos teoremas intuitivamen-
te evidentes. La conclusién de los estudiantes serd que las
matematicas se ocupan sobre todo de probar lo evidente.

Ademas, aunque los axiomas que los matematicos intro-
ducen en la interpretacién rigurosa son simples, en el sen-
tido de que tratan de propiedades fundamentales de los
puntos, lineas y planos, éstas no son las propiedades de
las que se partirfa naturalmente. Por ejemplo, uno de los
axiomas de orden especifica que dados tres puntos en una
linea, uno y sélo uno estd entre los otros dos. Otro espe-
cifica que una recta que corta un lado de un tridangulo nece-
sariamente corta el otro lado. Otro mas dice que si los
puntos de una recta estan divididos en dos conjuntos, tales
que todos los puntos de uno de los conjuntos preceden,
en el orden de los puntos de la recta, a los puntos del otro
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conjunto, entonces hay un punto y sélo uno que separa
los puntos de los dos conjuntos. Tales axiomas se introdu-
~ cen para demostrar los teoremas mas sencillos de la geome-
tria euclidea. De hecho, muchos teoremas son mas evidentes
_que los axiomas usados para demostrarlos. Asi que lo me-
- nos evidente sc usa para demostrar lo mas evidente. Pero
- para los estudiantes el sentido de una demostracion es
exactamente el contrario. Los estudiantes se preguntaran
qué es lo que se estd intentando hacer e incluso dudaran
de que los profesores estén cuerdos.

En un articulo sobre-la légica y la intuicién, Henri
Poincaré atacé esta locura. «Cuando un estudiante comienza
a estudiar seriamente matematicas, cree saber qué es una
fraccién, qué es la continuidad y cual es el area de una
superficie curva; considera como evidente, por ejemplo, que
una funcién continua no puede cambiar de signo sin anu-
larse. Si se le dice, sin ninguna preparacion: No, eso no es
evidente, debes demostrarlo; y si la demostracién se apoya
en premisas que le parecen menos evidentes que las conclu-
siones, ¢ qué pensard el infortunado estudiante? Pensard que
la ciencia de las matematicas es sélo una acumulacién arbi-
traria de sutilezas inutiles; se aburrird de las matematicas
o se divertird con ellas como con un juego y llegara a un
estado mental analogo al de los sofistas griegos.»

Casi trescientos afios antes, Blaise Pascal dijo en sus
Pensées: «No intentéis demostrar nunca cosas que son tan
evidentes por si mismas que no existe nada mas claro en
que podamos apoyarnos para demostrarlas.»

Otra consecuencia de la incorporacion de todos los axio-
mas requiere que una interpretacién rigurosa de la geome-
tria euclidea es que es preciso demostrar una multitud de
teoremas triviales antes de llegar a los m4s importantes. El
nimero de teoremas menores es tan grande que los princi-
pales rasgos del tema quedan oscurecidos. Ademas, el tiem-
po consumido en demostrar teoremas evidentes impide que
los estudiantes estudien los teoremas significativos y pro-
fundos que son esenciales para avanzar en las matematicas.

El desarrollo riguroso de una rama de las matematicas
es a menudo tan artificial que carece de significado. El
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ejemplo mas claro es el del desarrollo légico del sistema
los niimeros reales. Habia buenas razones para axiomati
el sistema de numeros, pero la introduccién de las fracci
nes y los nimeros negativos mediante pares (véase el capf
tulo 4), con definiciones especiales de las operaciones entre
estos pares, aunque pueda ser muy brillante, es tan artificial
y forzada y esta tan alejada del significado intuitivo y del
uso de estos nuimeros como para imposibilitar toda com-
prension.

Muchos profesores pueden replicar que los estudiantes
ya han aprendido los hechos intuitivos acerca de los sis-
temas de niimeros y pueden comprender la versién rigurosa
como ejemplificacién de la matemética. Si los estudiantes
realmente comprenden el sistema de ntimeros intuitivamen-
te, el desarrollo légico no sélo no aumentara su compren-
sion, sino que la destruird. Y como ejemplo de rigor mate-
matico no se puede encontrar otro peor, por lo artificial
de su construccién. El desarrollo estd tan lleno de detalles
y tan hinchado que no sélo anula la mente, sino que oscurece
las ideas importantes. Sin embargo, este tema se ha con-

vertido en el mas importante de los cursos de matematicas

de la ensefianza secundaria y de los colleges.

Algunos de los axiomas que se usan en la interpretacién
rigurosa del sistema de numeros reales les resultan absur-
dos a los estudiantes. Se les pide que acepten el axioma de
cierre. En el caso de los enteros, por ejemplo, este axioma
dice: la suma de.dos enteros es un entero. ¢Pensarian los
alumnos, a falta de este axioma, que la suma de dos enteros
es uia vaca? En el caso de los niumeros racionales (todos
los :nteros y fracciones positivos y negativos) se hace hin-
carié en la unicidad del inverso para la suma y la multi
plicacién. ¢Esperaban los estudiantes encontrar dos resul-
tados al restar o al dividir? Los axiomas de cierre sélo sir-
ven para cerrar las cabezas de los estudiantes.

La distincién entre demostracién deductiva y rigor aca-
rrea mas complicaciones. Una demostracién rigurosa no es
estatica. Las exigencias de rigor estdn cambiando constante-
mente y crecen en complejidad. Las matematicas crecen
como un &rbol. Mientras el tronco, las ramas y las hojas
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crecen, las rafces profundizan. Es seguro que ninguna de-
mostracién hecha antes del afio 1800, por lo menos, en cual-
g:ler 4rea de las matemadticas, excepto quizd en la teoria

“de niimeros, puede considerarse satisfactoria desde la pers-

pectiva del 1900. Pero la perspectiva del afio 1900 ya no es
aceptable. El significado pedagégico de la creciente exigen-
cia de rigor es que los textos que puedan satisfacerla man-
tendrdan a los estudiantes excavando constantemente en
busca de las raices y sin llegar nunca a ver propiamente el
arbol. Sin embargo, este rigor no es necesario. Los jévenes
no lo necesitan mas de lo que lo necesitaron los grandes
matematicos de hace cien afios. Lo que fue intuitivamente
aceptable hace dos mil afios todavia es aceptable hoy. Por
oira parte, los estudiantes pueden sentirse atraidos mas
facilmente por los frutos que por las raices de las mate-
maticas.

Es bastante irénico que los reformadores, en su esfuerzo
por ser modernos y estar al dia, decidieran hacer hincapié
en el rigor de 1900. Han llegado al menos setenta y cinco
afios demasiado tarde. Al dar los toques finales a los plan-
teamientos rigurosos que parecian satisfactorios a finales
del siglo x1x, han aparecido dificultades légicas precisa-
mente en aquella rama de las matematicas, la teoria de
conjuntos, que es el tema de la nueva matematica en que
mas hincapié se hace. Estas dificultades, a las que eufemis-
ticamente se llama paradojas, pero a las que propiamente
se deberia llamar contradicciones de la teoria de conjuntos,
no han sido resueltas a satisfaccién de todos los matema-
ticos, y la légica de las matemdéticas nunca ha estado en
un estado tan triste. En realidad, actualmente no existe
acuerdo sobre qué es una demostracién matematica correc-
ta, y es casi seguro que una interpretacion axiomatica de
cualquier rama de las matematicas resulte inadecuada.

No podemos entrar aqui en la historia del rigor o en
la dificultad de construir rigurosamente las matematicas,
pero podemos sefialar que muchos matematicos son sufi-
cientemente escépticos sobre la posibilidad de alcanzar el
rigor para hacer observaciones sarcasticas tales como «La
légica es el arte de cometer errores con confianza», ...«La
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ventaja de una demostracién légica no es imponer opinio-
nes, sino sugerir dudas»..., «Una demostracién matemética
nos dice dénde concentrar nuestras dudas». Toda la preocu-
pacién por inyectar rigor a las matematicas equivale a en-
contrar serpientes bajo las joyas. ‘

Al igual que el razonamiento deductivo, el rigor juega
un papel en las mateméticas; pero esto sélo afecta al pro-
fesional de las matematicas, que quiere comprobar si las
estructuras deductivas son firmes. Tales hombres, que han
desarrollado su espiritu critico después de afios de especia-
lizacién. pueden ver la necesidad del rigor y apreciar sus
frutos. Sin esta experiencia, las detalladas y sofisticadas
axiomdticas parecen inventos inutiles y sin sentido. Ofrecer
esto a los estudiantes supone desconcertarlos y confundir-
los, no ayudarlos. De hecho, la presentacién deductiva rigu-
rosa, introducida por los grandes mateméticos de finales
del siglo x1x y primera parte del siglo XX, nunca pretendi4
ser una ayuda a la pedagogia. Los grandes matematicos que
tuvieron interés por la pedagogia siempre insistieron en
que la presentacién estrictamente légica esta completamente
subordinada a la esencia, que se aprende intuitivamente.
El rigor puede salvar a las matematicas, pero seguramente
perdera a los alumnos.

En vista de los perjuicios que la presentacién rigurosa
impone a la pedagogia, se podria muy bien preguntar por
qué fue incorporada por los confeccionadores del plan. He-
mos sefialado ya que los diversos planes han sido escritos
por grupos de matematicos y profesores sacados de todos
los niveles del mundo de las matematicas. Algunos de ellos,
conocedores recientes del rigor de 1900, se hicieron entu-
siastas portavoces de lo que les parecia la nueva cara de
las matematicas. Evidentemente, confundieron lo que es
légicamente prioritario con lo que es pedagégicamente de-
seable. Otros buscaban la novedad que el rigor suponia. En-
tre ellos también habfa matematicos superficiales, relativa-
mente ignorantes, que dieron un aspecto de profundidad a
los temas mds sencillos de las matematicas elementales,
disimulandolos mediante lo que de cara a los jévenes sélo
se puede describir como pedanteria repipi. Buscaban de

ese modo dar una impresién de profunda penetracién mate-
matica. Es mas facil hacer sofisticados los temas triviales
que dar una exposicién clara e intuitiva de las ideas mas
dificiles. Gran parte del rigor de los textos modernos ha sido
introducido por hombres que buscaban conciliar su propia
superficialidad con una fachada de profundidad y por pe-
dantes que enmascaraban su pedanteria bajo el aspecto del
~ rigor. Se les puede acusar de falsa sofisticacion. Si la edu-
- cacién tradicional ha adolecido del rigorismo que imponia
el aprendizaje mecénico, la nueva educacién sufrira aun
mas de manos de los traficantes en rigor.
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6. EL LENGUAJE DE LAS MATEMATICAS

«Si estds ansioso de brillar en la linea de la alta

estética como hombre de rara cultura, / Debes to-
mar las semillas de las palabras transcendentales y

plantarlas por todas partes. | Debes tumbarte sobre

las margaritas y discursear con frases extrafias so-
bre el complejo estado de tu mente, /| No importa
lo que digas mientras sea un charloteo initil lleno
de transcendencia. | Y todos dirdn mientras sigues
tu mistico camino, | "Si este joven se expresa en
términos demasiado profundos para mi, / Bueno,

jeste profundo joven! debe ser singularmente pro-
fundo”.»

Sir W. S. Gilbert

Uno de los defectos del plan tradicional, segin los por-
tavoces de la matemdtica moderna, es su lenguaje impreciso.
Las imprecisiones y ambigiiedades son, en su opinién, tan
numerosas y tan graves que los estudiantes encuentran en
ellas un fuerte obstaculo. El nuevo plan pretende erradicar
estos defectos introduciendo un lenguaje preciso. Veamos
cudl es la gravedad de los defectos y cémo se ha pretendido
eliminarlos.

Para ilustrar la incorreccién del lenguaje tradicional, los
modernistas ponen este tipo de ejemplos: «Pedro tiene cua-
tro balones y Juan cinco. ¢Cuéntos balones tienen los dos?»
Cualquiera pensaria que eso quiere decir «;cual es la suma
del numero de balones que tiene Pedro y del ntimero de
balones que tiene Tuan?. v responderia que nueve. No es asi,
dicen Tos modernistas. Los dos chicos juntos no tienen nin-
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- gun balén, lo cual quiere decir, naturalmente, que no tienen

balones en comun.

En un segundo ejemplo se dice: «Maria se gasta doce
centavos en dos ldpices», y entonces se pregunta, «¢cuanto
le ha costado cada uno?» Cualquiera responderia que seis
centavos cada uno, suponiendo, a falta de mas informacién,
que los dos lapices son iguales. Los modernistas objetan
que no se nos ha dicho explicitamente que los dos lapices
sean iguales.

Parece evidente que estas preguntas, aunque estén mal
formuladas, podrian ser replanteadas sin necesidad de nin-
gun lenguaje especial. Pero los modernistas creen que es
necesario un perfeccionamiento dréstico del lenguaje de las
matematicas.

Para asegurar la precision introducen la distincién en-
tre niumero y numeral. El simbolo 7 no es un numero,
sino el simbolo de un ntmero. Otros simbolos del mismo
nimero son 3 + 4, 5+ 2, 8 — | y muchos mas. Se espera
que los alumnos aprendan que trabajan con numerales, no
con numeros. Para poner de relieve la necesidad de esta
distincioén los textos modernos dan el siguiente ejemplo. Se
puede decir que el numero 343 tiene tres digitos. Pero
343 = 7°. Luego se podria decir que 7°, que es el mismo nu-
mero, contiene tres digitos. La afirmaciéon original deberia
ser que el numeral 343 contiene tres digitos.

A proposito de la distincién entre numero y numera!
se cuenta que los redactores de un texto titularon uno de
sus capitulos «Aprendiendo a leer v a escribir grandes nu-
meros». Cuando se dieron cuenta de que se leen y escriben
numerales, no numeros, cambiaron la palabra «numeros»
por «numerales». Pero en seguida advirtieron que este titulo
podia significar escribir numerales de gran tamafio, asi que
el titulo fue cambiado de nuevo por «Aprendiendo a leer
y a escribir los numerales de grandes numeros». Pero a es-
tas alturas ya nadie entendia lo que queria decir.

La precision en el lenguaje esta mas «asegurada» usando
el lenguaje de los conjuntos. Los conjuntos rno son méas que
colecciones de objetos, por ejemplo, el conjunto de todas
las manzanas, el conjunto de todos los numeros y el conjun-
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to de los hombres. Al usar el concepto de conjunto se pue-
den escribir muchos enunciados mateiaticos, teéricamente
para hacerlos més precisos. Asi, en vez de preguntar qué
valores de x satisfacen la ecuacién x + 3 = 5, se llama a ta-
les expresiones frases abiertas y se pregunta cual es el
conjunte de verdad de esta frase abierta. El conjunto de
verdad esta formado por los valores de x que satisfacen
la ecuacion. Naturalmente, en el conjunto de verdad de esta
frase abierta sélo hay un valor, x = 3. El conjunto de verdad
de la frase abierta x* = 4 lo forman 2 y —2.

Para asegurar la precision, los modernistas han reempla-
zado muchas definiciones de los textos tradicionales por sus
propias versiones. En un texto tradiciornal una variable
puede definirse como un simbolo o letra que puede tomar
cualquiera de los valores de una coleccién o conjunto. Asi,
la x en y = x* puede tomar cualquier valor real. Este len-
guaje no es aceptable en las matematicas modernas. Un
texto moderno dirfa que una variable es un simbolo que
puede representar a cualquiera de los elementos de un con-
junto definido. Al conjunto cuyos elementos pueden susti-
tuir a una variable se le llama conjunto de sustitucién de la
variable. También se le llama dominio de la variable. Los
elementos individuales del conjunto de sustitucién se llaman
valores de la variable. Una variable con un solo valor se
Ilama una constante .

Las variables son importantes porque entran en las fun-
ciones. Asi, y = 2’ es una funcién, y la definicién tradicional
de una funcién es una relacién entre variables tal que si
se le asigna un valor a una variable, el valor o los valores
de la segunda estédn determinados. Asi, en el caso de V=
si x = 3, entonces y tiene el valor tnico 9. Por otro lado,
si la funcién es y* = x + 5, entonces cuando x = 4,y = +3
e y = —3. La funcion y = #* se llama uniforme, y la fun-
cién y* = x + 5, multiforme.

! Légicamente, esta definicién de variable parece presentar problemas.
Si una constante se define como una variable con un solo valor, ¢qué
son los elementos del conjunto de reemplazamiento?, ¢no son constan-
tes? Si lo son, el concepto de constante esta incluido en la definicién
de variable.
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Una «chapuza» semejante no cabe en los textos moder-
nos. Primero se introduce la nocién de par ordenado. Asi,
(3,4), (5,6) y (6, —2) son pares ordenados de ntimeros
reales. El concepto de funcién, uniforme o multiforme, es
reemplazado por el concepto de relacién. Una relacién es
cualquier conjunto de pares ordenados. Una funcién (en el
sentido de funcion uniforme) es una relacién en la que no
hay dos pares ordenados distintos que tengan la misma pri-
mera componente. Asi, (4,3) y (4, —3) no pueden perte-
necer al conjunto de pares ordenados que define una fun-
cién. Dadas estas definiciones de relacién y funcién se es-
pera que los estudiantes vean que y* = x + 5 es una rela-
cién y que y = x* es una funcién.

En geometria se asegura la precisién mediante una cui-
dadosa distincién de conceptos. Un angulo, para Euclides,
es la inclinacién entre dos lineas que se cortan en un punto.
Por lo visto no es asi. Un 4ngulo es ahora la figura for-
mada por dos semi-rectas que se cortan en un punto comun
(fig. 6.1). Naturalmente, si el angulo son las dos semi-rectas,
no sabemos de qué 4ngulo se habla, si del A o el B. Para
decidir necesitamos saber qué es el interior de un 4ngulo.
Con este propdsito necesitamos otro axioma (o teorema en
algunas exposiciones). Este axioma establece que una linea
divide el plano en dos partes. Si tomamos la parte del plano
determinada por la recta OC (que incluye la semi-recta oC)
que contiene D, y tomamos la parte determinada por la
recta OD que contiene a C y ahora tomamos el conjunto
interseccién de estas dos partes (los puntos comunes a estas
dos partes), obtenemos el interior del 4ngulo DOC. Ha-
biendo determinado el interior del 4ngulo podemos probar
que si E y F estdn en el interior del 4ngulo (fig. 6.1), enton-
ces el segmento EF est4 en el interior del angulo.

El saber de qué angulo estamos hablando no nos dice
cudl es su medida (tamafio). Pero otro axioma nos dice
que se pueden numerar todas las semi-rectas que salen de O
(fig. 6.1) a partir de OC, y que el numero asignado a OD es
la medida del angulo DOC. Asi, el niimero 0 se asigna a OC
porque la numeracién comienza en ella, y a OD se le puede
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FIGURA 6.1

asignar el numero 30. Luego el tamarfio del angulo COD
es 30.

Los angulos se estudian a menudo como partes de un
triangulo. Al ver la figura 6.2 podriamos sentirnos tentados
de decir que el angulo A es un angulo del triangulo BAC
y que BA y CA son los lados del angulo. Esto seria grose-
ramente incorrecto. Los lados de un angulo son semi-rectas
que se prolongan hasta el infinito, mientras que BA y CA

A

FiGura 6.2
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son segmentos finitos. Sin embargo, algunos autores con-
ceden una dispensa a sus lectores y les permiten hablar del
angulo A como angulo del triangulo BAC.

Euclides fue muy descuidado al definir un triangulo
como una figura formada por tres segmentos. Naturalmen-
te, esto no es asi. La figura 6.3 esta formada por tres seg-
mentos y no es un tridngulo. «Propiamente», un triangulo
es una figura consistente en la unién (nocién de la teoria
de conjuntos) de tres puntos no alineados v de los segmen-
tos que unen estos puntos.

FIGURA 6.3

En élgebra elemental y en geometria analitica los estu-
diantes aprenden qué es un sistema de coordenadas rectan-
gulares. En este sistema cada punto del plano est4 localizado
mediante dos numeros. El primero es la distancia del pun-
to al eje y, desde su derecha o su izquierda, y el segundo
es la distancia a que se encuentra por encima o por debajo
del eje x. Asi, las coordenadas del punto P en la figura 6.4
son 2 y 4. Se escriben como pares ordenados (2,4). Este
enfoque de las coordenadas resulta demasiado tosco para
muchos modernistas. Consideran la nocién de sistema de
coordenadas a través del concepto de espacio producto. Si
se tienen los dos conjuntos A y B, entonces el espacio pro-
ducto es el conjunto de los pares (a, b) tales que a perte-



78 Morris Kline

nece a Ay b a B. El orden de los elementos de un par
debe conservarse. Es decir, que el producto de A por B
no es igual al producto de B por A. Para llegar a la nocién
de coordenadas de un punto en el plano, se toman A y B
como el conjunto de los numeros reales, y el espacio pro-

ducto de estos dos conjuntos es el conjunto de las coorde- -

nadas (a, b). Entonces se identifica a con la distancia de P
al eje y, y b con la distancia de P al eje x. Se supone que
la nocién de espacio producto introduce mas precisién en
la definicion de las coordenadas.

b
L

FIGURA 6.4

De acuerdo con su deseo de asegurar la precision, los
textos modernos definen cuidadosamente cada uno de los
conceptos que usan. La consecuencia de esto es una sobre-
acumulacién de terminologia. Asi tenemos las definiciones
de angulo, triangulo, poligono, numeral, ecuacién, frase
abierta, enunciado abierto, expresién algebraica, operacién
binaria, cierre, inverso, unicidad del inverso, conjunto nulo
(vacio), unién, interseccién, conjunto solucién, segmento,
par de puntos, distancia, longitud, semi-recta y muchos
otros términos. Un recuento real del numero de términos
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introducidos en el curso de algebra de noveno grado y en
el curso de geometria de décimo grado, muestran que se
‘han introducido en cada uno cientos de términos. Natural-
mente, se espera que los estudiantes se aprendan estos tér-
minos y los usen.
~ Gran parte de esta terminologia es abstracta. Natural-
'fnente, los autores de textos modernos desean introducir la
suma y la multiplicacién. Estas operaciones, aplicadas a
niimeros, se ensefian en los grados elementales. Aplicadas
a letras, se ensefian en el algebra. Sin embargo, los térmi-
- nos suma y multiplicacién se consideran muy mundanos.
- Para tratar de la suma de 5y 7, los textos hablan de una
operacién binaria, refiriéndose a que la suma se aplica a
- dos nimeros o letras. La multiplicacién, igualmente, es una
operacion binaria.

Estos ejemplos pueden ilustrar lo que los modernistas
quieren dar a entender cuando dicen que es posible elimi-
nar los errores y el pensamiento confuso mediante un len-
guaje preciso. Consideraremos ahora su tesis. Una muestra
tipica de precision es la distincién que ya hemos sefalado,
a saber, la distincién entre nimero y numeral. Esta distin-
cién provoea una pregunta: si 7 es un numeral para el
numero siete, /qué es un numero? Es una idea en la mente,
se les dice a los estudiantes. Esta respuesta dificilmente
puede satis{acer a los jovenes; la distinciéon hace mas mal
que bien. Se envuelve a los ntimeros en el misterio v se
hace dudar a los estudiantes de su capacidad de com-
prension.

Desde luego, hay una distincion entre ntimero y numeral,
y entre el nombre Roberto Fernandez y el muchacho Roberto
Fernandez. Sin embargo, las practicas incorporadas al len-
guaje a veces se saltan ctapas, pero en todo caso permiten
una comunicacion efectiva. El exceso de palabras se debe
evitar si nc hay peligro de error. Parece innecesario decir
«el nifio cuyo nombre e¢s Roberto Fernandez» cuando al de-
cir Roberto Fernandez claramente se refiere al nifio y no
a su nombre. El contexto determina el significado en casi
todos los casos. El 2 en 245 y 425 tiene significado distinto,
pero esto no provoca ninguna confusion.
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Gran parte de la nueva terminologia es totalmente inne-
cesaria. Al hablar de operaciones binarias, de cierre, etc.,
se emplean muchos términos para etiquetar lo que no nece-
sita ser etiquetado. Parte de esta terminologia reemplaza
a la vieja sin ninguna ventaja en particular. Asi, se decia
que x + 2 era una expresion. Ahora es una frase abierta,
abierta porque el valor de x no esté especificado. Una ecua-

cion, por ejemplo x + 2 = 0, se supone que resulta mas .

clara si se la rebautiza como proposicion abijerta. El pro-
blema de resolver una ecuacién en x se convierte en el
problema de encontrar el conjunto de verdad de una propo-
sicion abierta, pero el problema de resolver la ecuacion es
el mismo que antes de introducir la nueva terminologia.
La comprension que los estudiantes adquieren general-
mente a través de la experiencia es suficientemente buena;
habitualmente las definiciones formales no son necesarias.
Los estudiantes saben lo que es un tridngulo y no es nece-
sario ensefarles que consiste en la unién de tres puntos no

alineados v de los tres segmentos que los unen. Después

de leer semejante definicion hay que pensarla, y cuesta tra-
bajo admitir que se refiere al familiar tridngulo. Los tér-
minos «relacion» y «funcion» han sustituido a las funcio-
nes multiformes y unitormes. El viejo término, funcién mul-
tiforme, estaba lleno de significado; el nuevo, relacion, resul-
ta vago. Ademds, la relacion y la funcion se definen en tér-
minos de conjuntos de pares ordenados. Se supone que
este conjunto transmite la idea de, digamos, y = 3x, donde
x puede tomar todos los valores reales e y es tres veces x.
Sin embargo, la funcion tiene un numero infinito de valo-
res de x y de y. La definicion como un conjunto de pares
ordenados crea una vision deformada porque da la impre-
sion de que es finito el nimero de pares que forman el con-
junto. Ademas, la funcion no puede especificarse enume-
rando el conjunto de los pares ordenados, porque el nu-
mero de pares es infinito, mientras que y = 3x especifica
toda la funcion. Finalmente, la idea intuitiva basica de fun-

cion —es decir, que al variar los valores de una variable x

varian también los valores de la segunda variable y, depen-
diendo de los valores que toma la primera— se pierde en
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~ la descripcién estatica de un conjunto ordenado de pares.
~ Aparentemente, la novedad es deseable incluso a costa de
~ la comprension.

Se debe admitir que hay funciones en las que x sélo

- puede tomar un numero finito de valores enteros. Por ejem-

- plo, la funcién que expresa la poblacién de Nueva York,

~ siendo x el tiempo, por ejemplo el nimero de meses desde

el 1 de enero de 1950 hasta el 1 de enero de 1970, e y la
poblacién correspondiente, tendra sélo un numero finito
de valores enteros de x y de y. Aunque la definicién de
pares ordenados es mas aplicable en estos casos especiales,
no es de gran ayuda.

La introduccién de tantos términos nuevos, y particu-
larmente de términos que no sugieren los conceptos que
representan, supone una carga intolerable para la memoria.
El exceso de terminologia ha sido criticado por Richard
P. Feynman, profesor de Fisica en el Instituto de Tecnologia
de California y premio Nobel en 1965. El profesor Feynman
estuvo en la California State Curriculum Commission, que
examiné los textos que se iban a usar en las escuelas de
California. En su articulo «New Textbooks for the New
Mathematics», que aparecié en Engineering and Science,
atacaba el exceso de terminologia en la geometria. «<Muchos
de los libros se explayan en la definicién de curva cerrada,
curva abierta, regién abierta, etc., y sin embargo la tnica
geometria que ensefian es el hecho de que una linea recta
trazada en el plano lo divide en dos partes. Al final de algu-
nos de estos libros de geometria, conviene tratar de ver
qué conocimientos de geometria se han adquirido exacta-
mente tras un largo discurso o un largo esfuerzo para
aprender. Pienso que a menudo el ntimero total de hechos
que se han aprendido es muy pequefo, mientras que el ni-
mero total de palabras es muy grande. Esto es insatisfac-
torio. Ademas hay una tendencia en algunos de estos li-
bros a usar palabras peculiares: la jerga técnica de la mas
pura matematica. No veo ninguna razén para esto.»

La terminologia, especialmente la terminologia preten-
ciosa, no puede sustituir el contenido. En vista del énfasis
que ponen en la terminologia, es cvidente que los reform.-
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dores creen que el dar nombres a las cosas otorga auto-
maticamente poder sobre ellas. Muchas criticas sefialan
que los textos de matematica moderna no son mas que
diccionarios o estudios de lingiiistica.

Parece indudable que la supuesta novedad de las nuevas
matematicas procede en buena medida de la introduccién

de una nueva terminologia, menos ttil que la antigua. Lo

que se ha presentado como matematica moderna es mis

bien palabreria y muchas veces una parodia de dicha ma-
tematica moderna.

Otro medio de lograr precisién muy explotado por las
nuevas matematicas es el simbolismo. Puesto que los con-
juntos son un tema bésico del plan, hay una notacién para
ellos. Asi, {1, 2, 3) denota el conjunto que contiene los
elementos 1, 2, 3. El plan también distingue entre los obje-
tos y el conjunto formado por esos conjuntos. Asi, 3 y {3}
son entes diferentes. La razén de esta distincién es que el
conjunto {3} se puede sumar a otros conjuntos, pero el
objeto 3 no se puede sumar a otros conjuntos, del mismo
modo que los caballos y las vacas no se pueden sumar a
menos que pensemos en ellos como pertenecientes a un
género superior de animales. Otra cuestién es que los es-
tudiantes comprendan esta distincién, pero si lo logran, es
probable que el siguiente paso los trastorne. En la teoria
de conjuntos entra el concepto de conjunto vacio. El con-
junto vacio, designado normalmente por el signo ¢, se pue-
de ejemplificar con el conjunto de los reyes de Estados
Unidos. Sin embargo, un conjunto formado por el conjunto
vacio, es decir, {?}, no es vacio porque contiene el con-
junto vacio 2.

Para especificar el conjunto de todos los valores de x
que satisfacen x + 2 = 4, es decir, los valores que convier-
ten en proposiciones verdaderas, la proposicién abierta
% + 2 = 4, la notacién moderna exige escribir {x/x+2=4}.
Para indicar que el 1 forma parte del conjunto 1,2,3, se

2 De este modo podemos crear de la nada y llegar a la riqueza desde
la miseria mas absoluta.
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;7'escribe 1€ {1,2,3}, donde el simbolo ¢ significa «pertenece
~ a». Para designar propiamente la colecc@n_ de todos los
- perros de Estados Unidos, se debe escribir {x/x es un
- perro de Estados Unidos}.
Con el simbolismo anterior se pueden estructurar en f01j-
" ma simbolica enunciados mas complejos. Asi, para especi-
ficar la coleccién de todos los gatos y perros .de Estados
~ Unidos se escribe {x/x es un perro de Estad'os Un'xdos} U {{t/ %
es un gato de Estados Unidos}. Aqui U simboliza la um(?n
de dos conjuntos, es decir, la coleccion de todos los opje-
tos que estan en uno de los dos conjuntos al menos. Si se
quiere preguntar cual de los nimeros ‘1,_2 y 3 satisface la
desigualdad 3x — 1 < 8, se debe escribir: si xe{1,2,3},
determinar los elementos de {x/3x — 1 < 8}. Igualmente,
para describir los valores de x e y para los que x +y = 5,
se escribe {(x, y)/x + y = 5}. Los valores positivos de y en
x — 6y = 10, que corresponden a x = —10y x = 2, se deno-
tan mediante el conjunto solucién de x — 6y = 10, x¢ {—10,
2}, y ¢ {nimeros positivos}. Para especificar que hay al me-
nos un valor de x para el que x + 2 = 3, se usa la notacién
{3x|x+ 2=3}. Por otro lado, para esta})lecer que un
néimero par no es impar, expresamos mediante p. que x
es par, y mediante g, que x no es impar. Entonces usan-do
el simbolo ->, que significa implicacion, se escribe
Y {p: = ¢:), que expresado en palabras dlc’e que para todo
x, x par implica que x no es impar. Los simbolos 3 y- V
se llaman cuantificadores.

La critica aplicada a la terminologia se apl.ica igualmen-
te al uso de los simbolos. Naturalmente, }-mblltl:lalmente es
necesario algin simbolismo. Cuando esta justificada y cui-
dadosamente elegida, la notacién contribuye a la clarlflcg-
cién de los conceptos y relaciones esenciales de lz? )matema-
tica, y ahorra trabajo en las operaciones. También ayuda
en la’ comprension de las ideas. Expresa}‘ con palabras' la
expresion a? + 2ab + b?, no sodlo resultaria mas largo, sino
que seria mas dificil de comprender.

Sin embargo, el plan de matematica moderna ha hecho
del uso excesivo de simbolos mas un vicio que una virtud.
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Consideremos el ejemplo sigui '
plo siguiente. Dada la expresién
f(x,¥) = 3x — 2y = 1, determinar el conjunto e

A={(xy)|xeN, yeN, f(x,y) =1},
donde N es el conjunto de los nimeros enteros. Todo este

:;nbo(lilsmo equivale a decir: determinar las soluciones en-
as de 3x — 2y = 1. Los autores modernos disfrutan con

los si i
s simbolos. Asi encontramos corchetes, llaves, barras ver-

tlca'lées, parentes}s, cuantificadores, los simbolos de impli-
(S'::.Cl-fl y Tlol;le implicacién, los simbolos de unién e inter
ccion, el signo ¢ de pertenencia y muchos otros simbolos

Los estudiantes quedan aturdidos por estos simbolos oscu-

ramente amenazadores.

I_VIuchos sximbolos no sirven para nada; el lenguaje ordi-
nario es mejor. El pequefio ahorro de espacio estd mds
que compensado por el obstaculo psicolégico que el simbo-
hs{no supone para el estudiante. Nadar en simbolos hac
mas dificil la lectura y la comprensién. Cuando cueste
.recgrfiar lo que los simbolos significan, seria menos b
judicial usar expresiones verbales. Por o,tra parte, los SPF‘"
bolos asustan a los estudiantes, y por ello deben u;arse ol
parquedad. La dificultad en recordar sus significados C(in
general falta de atractivo de las expresiones simb(’)licasyr:
pelen y molestan a los estudiantes; los simbolos son com.
bandergs enemigas flotando sobre una ciudadela apare t0
mente inexpugnable. El mismo hecho de que el simgolisr;ne(;
Ezsignllenza}rla a ser usado habitualmente en las matematicas
-t p;)lsﬂamlga O;eﬁ:;,y xviI indica que no es facilmente acce-

EI mmbplismo puede servir para tres fines. Puede co-
municar eficazmente las ideas, puede ocultar ias ideas
p.uede ocultar la ausencia de ideas. A menudo parece comy
si los textos modernos de matematicas usasen el simbolisO
mo para ocultar la pobreza de ideas. En otros casos ei
propésito de su simbolismo parece ser el de hacer in :
table ](? evidente y evitar asf su comprension. o

El énfasis exagerado en el simbolismo puede dar a la
mayor parte de la gente una impresién sobre las matema-
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analoga a la que se sacaria de una presentacion de la
sica que centrara todo el esfuerzo en aprender a escribir
eer la notacién musical. No tendriamos ningtn indicio
f lo que significan las notas, los agudos, los bemoles, el
mpo del compés o cualquier otro simbolo, en relaciéon
n los sonidos reales, bellos temas y composiciones com-
pletas, que los simbolos simplemente registran. En reali-
d, se puede llevar mas alla la analogia entre la musica
las matematicas, en lo referente a la educacion. Nadie
anscribe las notas de una composicién musical y la inter-

preta después para saber qué quieren decir las notas. Las

ideas e incluso el desarrollo total estan pensados e «inter-

pretados» en la mente del compositor antes de que los ex-

prese mediante la notacién musical. Asi, también las ideas
y los argumentos con los que trabaja el matematico tienen

" una realidad fisica, intuitiva y geométrica mucho antes de

ser expresados mediante simbolos. Vemos entonces que los
simbolos de las mateméticas, como las notas musicales, son

~ simplemente una escritura artificial sin significado intrin-

seco. Solo pueden transmitir la vida, el significado, la rique-
za de pensamiento y la belleza si las ideas y los pensamien-
tos que los simbolos simplemente transcriben se ensefan
usando tan pocos simbolos como sea posible.

A pesar de las desventajas que acarrea el uso de sim-
bolos, los textos de matematicas modernas prefieren usar-
los generosamente. Cabe sospechar que lo hacen para dar
un aire de profundidad a lo simple y sencillo. Incluso se
encuentran expresiones verbales «aclaradas mediante sim-
bolos», como si los simbolos clarificasen las palabras.

Lo ridiculo de los esfuerzos por conseguir la precision
mediante la terminologia v el simbolismo ha sido puesto
de relieve por el profesor Feynman. En su articulo «New
textbooks for the New Mathematics», critica la basqueda de
precisién mediante el uso del lenguaje de los conjuntos.
Caricaturizando la precisién, escribe: «Un guardidn del
z00, para mandar a su ayudante que saque los lagartos enfer-
mos de la jaula, podria decir: "Toma el conjunto de ani-
males formado por la interseccién del conjunto de los la-
gartos con el de los animales enfermos y sacalos de la jau-
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la.” Este lenguaje es correcto, preciso, es el lenguaje de la

teoria de conjuntos, pero no dice mas que "Saca los lagar-

tos enfermos de la jaula...”. La gente que usa las matemé-

ticas en la ciencia, la ingenieria y demads, nunca usa frases
tan largas como las de nuestro imaginario guardian... A la
mayor parte de la gente que ha estudiado estos libros de
texto puede que le sorprenda descubrir que los simbolos
U y N, de unién e interseccién de conjuntos, el uso espe-
cial de los corchetes y toda la notacién elaborada para
los conjuntos que se da en estos libros, no aparece casi
nunca en los articulos de fisica tedrica, ingenieria, aritmé-
tica empresarial, disefio de computadores u otros campos
en los que se aplican las matematicas. No veo ninguna nece-
sidad ni razén para que todo esto se exponga O sea ense-
fiado en la escuela. No es una forma util, ni légica o sencilla,
de expresarse. Se supone que proporciona precision, pero
¢precision para qué?»

Feynman incluye en su critica estas palabras: «Muchos
de los libros de matematicas que se recomiendan ahora es-
tan llenos de estos sinsentidos, palabras especiales, cuida-
dosa y precisamente definidas, que son usadas por los mate-
maticos puros en sus andlisis mas sutiles y dificiles y que
nadie mas usa... El problema real al hablar no es que el
lenguaje sea preciso. El problema es que el lenguaje sea
claro.» Pone como cjemplo una forma de las ahora habi-
tuales de buscar precision, la distincién entre una pelota
y el dibujo de una pelota. Un texto dice: «Colorear de rojo
el dibujo de la pelota», en vez de «Colorear la pelota de
rojo». Feynman sefiala que la frase «Colorear de rojo el
dibujo de la pelota» comienza por crear dudas, mientras
que «Colorear la pelota de rojo» no las crea. El dibujo de
la pelota incluye la pelota y un paisaje. ¢Se debera colorear
también el paisaje? Como también indica Feynman, los
conjuntos, a los que ahora se da tanta importancia, se usan
solamente de manera forzada para levantar construcciones
artificiales y complicadas.

7. LA MATEMATICA POR LA MATEMATICA

«Se puede decir que las matemdticas hablan de
cosas que no interesan al hombre en absoluto...
Parece una ironia de la creacion el que la mente
del hombre sepa manejar mejor aql'lellas cosas que
mds lejos estdn del centro de su existencia. Asi, so-
mos especialmente capaces en aquellos terrenos en
que el conocimiento importa menos: en matemd-
ticas, especialmente en teoria numérica.»

Hermann Weyl

La nueva matemaética se presenta como.autosuficiente.
Se presupone que las matemética§ pueden (ahmentar s’utpro-
pio crecimiento y que su estudio por si y para si tiene
- ;ca)i“mf;jemplo, se presenta a las matemadticas generéndqse
a si mismas. Asi, dados los nimeros naturales, las fraccllo‘
nes pueden introducirse y se i.ntroducen en el 1:1ueivo plan
preguntando qué numero x satisface 3x = 7. Esta c aro qlue
no todo nimero cumple esto, y por tanto, se nos dlcg, os
mateméaticos se ven obligados a introdum'r. las fracc1ofnes,
por ejemplo 7/3. Dados los numeros positivos y las frac-
ciones se puede preguntar qué nﬁmer9 X satlsfaf:e la ecua-
ci6n x + 5= 2. Una vez mas, los numeros exxstentes' se
muestran inutiles para resolver tales ecuaciones, y asi es
como se crean los numeros negativos. Un'planteafnleqto
analogo conduce a la introduccif'm de los numeros irracio-
nales y de los nimeros complejos, es decgr, nimeros que
son raices cuadradas de numeros negativos, por ejem-

plo V—5.
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r fracciones fue adoptado porque la suma asi obtenida
esenta lo que resulta fisicamente cuando se retnen par-
 de objetos. Podriamos haber sumade numeradores y
ominadores, de forma que 1/2 + 1/2 = 2/4, pero este
Itado no es cierto cuando juntamos medio pastel a otro
io pastel. Igualmente, las propiedades que poseen las
eraciones matematicas no son el resultado de extender las
piedades asociativa, conmutativa y distributiva a nuevos
slementos. Si la multiplicacion de matrices debe ser no
utativa para ser util, abandonaremos la conmutativi-
ad, aunque podriamos definir una multiplicacién de ma-
ces conmutativa. Asi, el extender los axiomas asociativo,
_conmutativo y distributivo a nuevas clases de nimeros po-
dria llevarnos a unas mateméticas inutiles. La geometria
también surge del estudio de las figuras reales existentes
en el espacio fisico y del deseo de conocer las propiedades
de las figuras reales y del espacio mismo.

El origen historico de los procesos y conceptos mate-
maticos no tiene por qué ser una interpretacién pedagoégica.
Sin embargo, una objecién valida a la generacién de los
nuevos conceptos y operaciones a partir de los viejos es
la falta de sentido de lo que se introduce. Por ejemplo, para
~introducir los numeros negativos, algunos textos modernos
- preguntan: «¢Qué numero hay que sumar al 2 para que
- dé 0?» Entonces introducen el —2 como el numero reque-
rido. Como algunos textos dicen, el —2 es el tnico ele-
mento opuesto al 2 respecto a la suma. Pero esta intro-
duccién del —2 no nos dice nada, como la definicién «An-
timateria es la sustancia que afadida a la materia produce
el vacio» no nos dice nada sobre la antimateria.

Al generar las matemdticas a partir de proposiciones
matematicas y al extender a nuevos dominios las leyes o
los axiomas que se cumplen en lo previamente establecido,
las matematicas han quedado aisladas de todos los otros
cuerpos del conocimiento. Existe por si misma y se su-
pone que es autosuficiente. Entonces parece como si las
estructuras deductivas asi construidas se ajustaran casual-
mente a algunos fenémenos fisicos y las matematicas pu-
dieran ser aplicadas a los problemas reales. Sin embargo,
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este valor aparentemente fortuito no se utiliza. Las mate-
maticas, en los textos de matemética moderna, no se apli-
can a problemas reales. Algunos autores hacen pequefas
concesiones a las aplicaciones en los cursos séptimo y oc-
tavo. Habiendo tranquilizado sus conciencias, ignoran las
aplicaciones en cursos superiores.

El aislamiento del mundo real es evidente en los artifi-
ciosos problemas que se encuentran en los textos. Ademads

de los ejercicios puramente técnicos que sirven de practica -

y que evidentemente no tienen conexion con el mundo real,
hay ejercicios cuyo caracter se ilustra a continuacion.

Al dividir un cierto nimero por dos se obtiene el mismo
resultalo que multiplicindolo por tres y restando quince.
Hallar el numero.

Harry gana a la semana tres veces mas que Tom, mien-
tras que Dick cobra ochenta dolares a la semana mas que
Tom. Si Dick y Harry tienen el mismo salario, ¢cudnto gana
cada uno de los tres?

Bill tiene el doble de afios que Mary. Si tiene exacta-
mente diez afios mas de los que tenia Mary el afio pasado,
¢cuantos afos tienen Bill y Mary?

La Cruz Roja teje cincuenta suéteres en diez dias. La
Cruz Roja juvenil ha contribuido con dos docenas menos
que la organizacién de los mayores. ;Cudntos suéteres ha
tejido la Cruz Roja Juvenil?

¢De qué tamarfio es un angulo cuyo suplementario tiene
21° menos que cuatro veces su complementario?

He aqui un problema «cientifico»: Segun la ley de la
reflexién, i = r. Siendo i = (2n+30)° y r = (4n—10)°, ha-
llar n. No se incluye ni una palabra acerca del significado
de la ley de la reflexién. Se podria referir a la reflexion
mental.

La artificialidad de estos problemas es obvia. Su nece-
dad e inutilidad harian que cualquier estudiante sensible
se retorciera mentaimente de dolor. Desde luego, este tipo
de problemas se utilizaban también en el plan tradicional.

A juzgar por las manifestaciones de algunos de los gru-
pos que han elaborado los planes, se podria pensar que
al menos en algunos de los nuevos programas las aplicacio-
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nes reales habian sido incorporadas e incluso puestas en
un primer plano. Por ejemplo, la comision de matematicas
justificaba en su informe de 1959, Program for College Pre-
paratory Mathematics, la necesidad de un nuevo plan, sefia-
lando que habia muchas nuevas aplicaciones de la matema-
tica en campos tales como la exploracion del espacio, la
ciencia nuclear, las ciencias sociales, la psicologia, los nego-
cios y la industria. Otros grupos se hicieron eco de este
pensamiento. Pero ninguna de tales aplicaciones, por no
hablar de las aplicaciones fisicas tradicionales, ha sido in-
cluida en los planes.

El olvido de las aplicaciones ha sido sefialado y lamen-
tado incluso por los abogados de la nueva matematica. Asi,
el profesor Rosenbloom, un activo trabajador en el nuevo
plan, dijo en un articulo sobre matematica aplicada (véase
la referencia a Carrier en la bibliografia): «En la redaccién
de los temas para los grados 9 y 11, algunos quedamos
decepcionados de que quienes pensdabamos que defendian
la introduccién de aplicaciones terminasen escribiendo so-
bre proposiciones abiertas y cosas por el estilo.» Pero las
aplicaciones no se han introducido.

Una de las razones de esto es que los profesores y los
maestros que redactaron el nuevo plan no conocian la cien-
cia. Los profesores eran matemadticos puros y los cursos
seguidos por los maestros fueron dados en su mayoria por
estos profesores, asi que los maestros ignoraban también
para qué pueden servir las matematicas. Ambos grupos, por
tanto, preferian un tratamiento puramente matematico que
les evitaria tener que presentar y explicar unos pocos con-
ceptos fisicos y como se formulan problemas fisicos mate-
maticamente.

Los modernistas aparentemente también quieren mante-
ner la pureza de las matematicas. No quieren mancharlas;
desean limpiarlas de los residuos de la tierra de la que han
crecido. Pero al lavar el mineral se quedar con el hierro y
dejar ir el oro. Un dominio perfecto de la lengua es inutil
si un hombre no tiene nada que decir, y las matematicas
puras tienen poco que decir a los estudiantes jovenes. Como
dijo Bertrand Russell, «las matematicas pueden definirse
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€omo una materia en la que nunca sabemos de qué estamos
hablando ni si estamos diciendo la verdad». Aunque Russell
se referia a la estructura légica de las
afirmacién es valida para la ensenanza.
espiritu del plan de matematica moderna
al matematico académico, pero toda relac
real ha sido ignorada.

Naturalmente, la matematica no es un cuerpo aislado y
autosuficiente de conocimientos. Existe sobre todo para
ayudar al hombre a comprender y dominar el mundo fisico
y también, en alguna medida, los mundos econémico y so-
cial. La matematica est4 al servico de determinados fines
Y propésitos. Si no fuese asi, no habria lugar para ella en
los programas de ensefianza. Si las matematicas son objeto
de gran demanda y se les concede tanta importancia, la
razon es que son un instrumento de gran ayuda. Esto debe-
ria reflejarse en el plan.

Durante los tltimos afios muchos de los portavoces del
plan han reconocido que no se han puesto de relieve las
aplicaciones de las matematicas. Pero su intento de reme-
diar estas deficiencias ha sido cémico. Han solicitado a
especialistas en matematica aplicada de algunos grandes la-
boratorios de investigacién o de organizaciones industriales,
que suministrasen ejemplos de aplicaciones. Estos hombres
han separado de las aplicaciones reales algunos retazos de
matematicas presentes en ellas. Pero estos retazos no reve-
lan de qué se trata. Son como sal en un pastel. Se pide a
los estudiantes que se coman la sal con la esperanza de
que, de ese modo, disfruten el pastel.

El aislamiento de las matematicas ha sido atacado por
el doctor Alvin M. Weinberg en su articulo «;Pero son tam-
bién ciudadanos los ensenantes?» El doctor Weinberg, di-
rector del Laboratorio Nacional de Oak Ridge, denuncia
que los profesores estan tan absorbidos por sus propias dis-
ciplinas que olvidan ensefiar a los estudiantes conocimien-
tos ttiles, conocimientos que puedan ser aplicados en otros
campos, del mismo modo que la matematica se aplica a la
fisica, y conocimientos que les puedan convertir en miem-

matemadticas, su
El contenido y el
pueden satisfacer
i6n con el mundo
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bros mas utiles de la sociedad. Denomina a las nuevas ma-
v'vteméticas «un monstruo purista».

Presentar las matematicas como generadas por si mis-
mas no sélo supone una negacién de la historia, sino que
oculta sus conexiones vitales con otras ramas del conoci-
- miento. Desde un punto de vista pedagoégico este intento
“es més desafortunado, porque renuncia a la oportunidad
- ¥ gran necesidad de dar motivacién y significado a las ma-
tematicas. Desde el momento en que las ideas matematicas
~ elementales surgen de problemas fisicos y précticos, estos
‘problemas o sus equivalentes mas modernos podrian usarse
para motivar el uso de las matematicas. Ya hemos sefialado
que el defecto mas grave del plan tradicional era su falta
de motivacién. En vez de remediar este defecto, el plan
moderno lo ha agravado. No se puede inducir a los jévenes
para que estudien matematicas a base de mas matemati-
cas. Los estudiantes que no estén interesados en resolver
% + 3 = 4, ciertamente no estaran interesados en resolver
x+ 4 = 3.

Aislar a las matematicas es ta
nificado. Se puede persuadir
estudien la funcién s = 162
tiene significado. Fisicamente
caida de una bola. La varia
recorrida en t segundos. Con
nos pueden visualizar el incre
bola, y con una pequenia ayuda pueden apreciar cémo difiere
esta funcién de s = 16¢ o de s = 167, La apreciacién fisica
de cémo varfan distintas funciones es de hecho el camino
més seguro para lograr la comprensién de la naturaleza
Yy comportamiento de estas funciones.

Las matematicas se vuelven inatiles y faltas de atractivo
si quedan aisladas. Es como ensefiarlas en una habitacién
con espejos en las paredes en vez de ventanas al mundo exte-
rior. Los portavoces de las matemadticas modernas han su-
puesto que las matematicas por si mismas y para si mismas
son atractivas para la gente joven. Pero esto no es verdad.
Las matematicas propiamente dichas se presentan a los
ojos de los estudiantes como un enorme e intrincado rom-

mbién privarlas de su sig-
a los estudiantes para que
Pero la funcién como tal no
representa el movimiento de
ble s representa la distancia
esta interpretacién los alum-
mento de s y ¢ segin cae la
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pecabezas. Las matematicas puras pueden proporcionar pro-
blemas interesantes, pero también lo hacen el derecho, la
economia y la biologia, y estas materias resultan mucho
maés vivas e importantes para los estudiantes. Las matema-
ticas, a causa de su abstraccién, no constituyen un interés
humano natural. El hecho mismo de que entre varios cen-
tenares de civilizaciones s6lo unas pocas hayan dedicado
tiempo y esfuerzo a este asunto muestra lo poco natural
que éste es.

Los abogados de las matematicas modernas opinan que
los estudiantes pueden encontrar ciertos valores en el estu-
dio de las matematicas por si mismas. Uno de los valores
que ensalzan es la estructura. Realmente, estructura ha lle-
gado a ser la palabra de moda. Asi, el prefacio al curso de
algebra de matrices, preparado por el School Mathematics
Study Group, dice «que es esencial el discernimiento de la
estructura, no tanto en la apreciacién de una pintura o una
sinfonia como en el comportamiento de un sistema fisico,
tanto en la economia como en la astronomia». También en
su prefacio al Teachers Commentary del curso de éalgebra
de primer afio, este grupo afirma que «el objetivo princi-
pal de este primer curso de algebra es ayudar a los alum-
nos a desarrollar la comprensién y apreciacién de algunas
de las estructuras algebraicas que aparecen en el sistema
de los numeros reales, y el uso de estas estructuras como
base para las técnicas del algebran.

¢Qué es exactamente la estructura? Cualquier rama de
las matematicas esta formada basicamente por definicio-
nes, axiomas y teoremas. Esta es la estructura en sentido
amplio. Sin embargo, las propiedades que se cumplen en
una rama no se cumplen en otra. Asi, la multiplicacién de
dos numeros reales cualesquiera es conmutativa, pero la
multiplicacién de matrices no. En consecuencia, la estruc-
tura légica de los nuimeros reales es diferente de la de
las matrices.

¢Qué se puede ensefiar a los estudiantes acerca de la
estructura? Para los nimeros positivos y el cero (es decir,
los nimeros naturales), las propiedades asociativa y con-
mutativa se cumplen en la suma y la multiplicacién. Sin
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bargo, no es posible restar 5 de 2 dentro de la clase
los nimeros naturales. De otra forma: podemos decir
que 3 no tiene inverso en la clase de los nimeros positivos;
0 sea, que no hay un namero positivo tal que 3 + a = 0.
Por otro lado, en la clase de los nimeros positivos y negati-
vos el 3 posee un inverso, es decir, existe un —3. Entonces
‘el conjunto de los nimeros positivos y negativos posee una
~ propiedad que el conjunto de los nimeros positivos, por si
~ solos, no tiene. Entonces las dos clases de numeros difieren
~en su estructura.

- No es posible, en la clase de los ntimeros positivos y
" negativos, dividir cualquier numero por otro. Asi, en esta
~ clase no existe 1/7. De otra forma: podemos decir que en
la clase de los ntimeros enteros no existe el inverso de la
multiplicacién; o sea, que existe un numero x tal que
7 X x = 1. Por otro lado, en la clase de los numeros posi-
tivos y negativos y de las fracciones, cada numero tiene
un inverso respecto de la multiplicacién. Entonces cada
numero tiene en esta clase un inverso con respecto a la
multiplicacién y a la suma, luego la estructura de los nu-
meros racionales (positivos, negativos y fracciones) es dife-
rente de la de los niimeros enteros.

Puesto que los alumnos de ensefianza secundaria no lle-
gan mucho mas alld del uso de los nimeros reales, es de-
cir, de los numeros racionales e irracionales, no tienen oca-
sion de estudiar muchas estructuras o la oportunidad de
conocer estructuras muy distintas. No pueden ni comparar
las similitudes y diferencias de muchas estructuras. Sin em-
bargo, cierto namero de defensores de la matematica mo-
derna hacen hincapié en el estudio de la estructura. Ademas
de las citas anteriores tenemos la siguiente afirmacion de la
comisién de matemdticas en su Program for College Pre-
paratory Mathematics (p. 2): «Aunque el punto de vista
contemporaneo no desecha las técnicas operativas necesa-
rias para la eficacia del pensamiento matematico, hace espe-
cial hincapié en la estructura o forma del sistema y en el
pensamiento deductivo.» En el folleto The Revolution in
Schools Mathematics, publicado por el National Council of
Teachers of Mathematics, Kenneth E. Brown, del Depar-
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daria. En el plan moderno de matematicas, el algebra
mental sigue siendo el habitual batiburrillo de temas
conexos que era en el plan tradicional. El hecho dg que
dos estos temas puedan tratarse a partir de un conjunto
sico de axiomas puede darles unidad en la mente del
atematico, pero esta unificacién o conexién no pueden
fectar especialmente a jovenes que todavia no han apren-
do qué es una estructura deductiva.

Los profesores de matematicas hablan a menudo dc dar
los estudiantes conciencia del poder de las matematicas,
' de hacerlo mediante la exhibicién de la estructura y el
rden presentes en todas sus ramas. Lo que no esta claro
es en qué forma estos rasgos evidencian el poder de las
natematicas. Para mostrar este poder es preciso usarlas
n situaciones reales. De esta forma se aplica su poder y
los estudiantes llegan a apreciarlo. .
 Por tanto, el que los jovenes estudien la estructura es
algo que debe criticarse, independientemente d? su_impor-
tancia mayor o menor, por su carencia de 51gn1f1ca}do a
este nivel. Y este mismo hecho implica que no deberia ser
estudiada a este nivel.

tamento de Sanidad, Educacién y Bienestar, dice: «La
tructura es otro aspecto en que todos los nuevos program;
hacen hincapié. Esto se refleja en el cuidadoso desa:
de las mateméticas como un sistema deductivo.»

No hay nada intrinsecamente equivocado en pretende
el estudio de la estructura, aunque se pueda cuestionar
importancia en el aprendizaje de las matematicas a ni
elemental. Sin embargo, la posibilidad de que resulte s
nificativo el estudio de la estructura es, ciertamente, di
tible. Para apreciar las diferencias y similitudes en la es
tructura de los seres vivos es preciso conocer bien una g
variedad de animales. Quien sélo conozca gatos y pe
creera que todos los animales tienen la misma estructura,
y de hecho no se le ocurrira pensar acerca de la estructura,
Quien, por el contrario, conozca jirafas, elefantes, peces §
péjaros, encontrara que la estructura puede convertirse en
objeto de investigacién. ‘

Los estudiantes de ensefianza primaria y secundaria estén
en la situacién de un hombre que sélo conoce a los gatos
y a los perros. Es cierto que es posible comparar la estruc-
tura légica de los naturales con la de los enteros, y la de
los enteros con la de los niimeros racionales. Sin embargo,
mientras el estudiante se estd esforzando todavia por com-
prender estos nimeros y las operaciones con ellos, no estd
preparado para tener la visién general que requiere la per-
cepcién de la estructura. Aunque vislumbre algunas diferen-
cias entre las operaciones posibles con ntimeros racionales
y las posibles con los enteros, no es probable que asimile
el concepto de estructura. Si contintia estudiando matemé-
ticas hasta encontrar 4lgebras en que la multiplicacién no
es conmutativa, puede comenzar a darse cuenta de las dife-
rencias de estructura. No es realista esperar que entiendan
de arquitectura quienes sélo conozcan perreras y cochi-
queras.

Otra razén esgrimida a favor del estudio de la estructura
es que éste unifica el cuerpo de las matematicas al mostrar
que todos los teoremas proceden de un conjunto de axiomas
y estdn ordenados en una sucesién légica. Pero esta faceta
de la estructura tiene muy poco valor para los alumnos de



8. EL NUEVO CONTENIDO DE LA NUEVA
MATEMATICA

«Con frecuencia la sabiduria estd mds cerca de

nosotros cuando descendemos que cuando nos ele-

varos.»

William Wordsworth

El plan de matematica moderna incluye el desarrollo

légico como camino para la comprension, el rigor, la pre-
cisién mediante la terminologfa y el simbolismo, y el én-
fasis en la matematica por si misma. ¢Qué temas resultan
favorecidos? Todavia se ensefian en el nuevo plan los vie-
jos temas, la aritmética, el algebra, la geometria euclidea,
la trigonometria y los elementos de geometria analitica, a
pesar de las opiniones de muchos modernistas de que estas
matematicas anteriores al 1700 estin anticuadas y son in-
cluso inutiles en la sociedad moderna. Naturalmente, la pro-
porcién de temas tradicionales varia de una versién a otra
en los planes de matematica moderna, pero es, desde luego,
la parte predominante en todos los casos.

Sin embargo, el nuevo plan presenta algunos contenidos
nuevos. Entre los nuevos temas el que mas atencién ha
recibido ha sido la teoria de conjuntos. Se estudia desde
el jardin de infancia, como si los estudiantes se fuesen a
morir de hambre, mentalmente al menos, a falta de esta
dieta. Un conjunto, como dice cualquiera de los textos de
matematica moderna, no es mas que una clase 6 coleccién
de objetos. Un conjunto de manzanas, de cubos de basura,
de letras del alfabeto inglés y el conjunto de los nimeros
naturales son otros tantos ejemplos. El concepto y la pala-
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a conjunto son bastante sencillos. Sin embargo, la teoria
corjuntos -contiene muchos conceptos y teoremas suti-
Los conceptos bésicos son la unién y la interseccién
dos conjuntos. Entendemos por unién del conjunto de
objetos rojos y del conjunto de los libros, el conjunto
todos los objetos que o son rojos o son libros. La
rsecciéon de dos conjuntos es el conjunto de todos los
bjetos comunes a los dos. Asi, puesto que un libro con las
tapas rojas es un objeto rojo, el conjunto de los libros
rojos es la interseccién de los dos conjuntos. Ahora se

puede hablar de la unién e interseccién de tres o mas
conjuntos y de combinaciones de uniones e intersecciones.

Habitualmente un conjunto posee subconjuntos. Las sillas

‘rojas serfan un subconjunto de todos los objetos rojos.

Todo conjunto posee al menos un subconjunto, que es el
conjunto vacio. Este conjunto puede ejemplificarse con el
conjunto de las mujeres que han sido presidentes de los
Estados Unidos.

Los conjuntos mas significativos son los conjuntos infi-
nitos. El conjunto de los nimeros naturales es infinito. Se
ensefia a los estudiantes que dos conjuntos son equivalentes
si es posible establecer una correspondencia biunivoca entre
ellos. Por medio de la correspondencia

tenemos una correspondencia biunivoca entre el conjunto
de los nimeros naturales y el conjunto de los nimeros na-
turales pares, tal que a cada numero natural le corresponde
el niimero doble, y al revés. Estos dos conjuntos, y cual-
quier otro que se pueda poner en correspondencia biuni-
voca con el de los numeros naturales, se dice que tienen
el mismo numero de objetos. Asi, hay tantos ntimeros pares
como numeros naturales, pese a que aquéllos son una parte
de éstos. A los estudiantes se les muestra entonces que el
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conjunto de los ntimeros racionales se puede poner en co-
rrespondencia biunivoca con los ntiimeros naturales, es de-
cir, que hay tantos ntimeros racionales como ntimeros natu
rales. También se les ensefia que el conjunto de los nime
ros reales no se puede poner en correspondencia con el de
los nimeros naturales y que el conjunto de los ntmeros rea
les contiene a los nuimeros naturales, por lo que es mas
grande que éste.

Los portavoces de la matemética moderna justifican con
varios argumentos la importancia concedida a los conjuntos.

El primero es que se trata de un concepto basico en ma- !

temdticas. Asi, los numeros son nombres de conjuntos de
objetos (aunque la unién y la interseccion de conjuntos no

sean las mismas operaciones que la suma y multiplicacién

de los ntimeros). El segundo argumento es que el concepto
de conjunto unifica varias ramas de las matematicas. La
nocién de conjunto se usa para hablar del conjunto solu-
cion de las raices de una ecuacién, para definir figuras
geométricas y definir relaciones y funciones en términos

de conjuntos de pares ordenados de ntimeros. La unifica-

cién mediante los conjuntos, a nivel elemental por lo me-

nos, se limita a una terminologia especial y a una proble-
mética remodelacién de definiciones aceptadas y aceptables

de los conceptos.

Quizé el segundo tema en popularidad de la matematica
moderna sea el de los sistemas de numeracién en distin-
tas bases. Este concepto proviene de los babilonios, 2500
anos a. de C., que usaban la base sesenta. El concepto fue
ampliamente aireado por los famosos matematicos John
Wallis y Gottfried Wilhelm Leibniz en el siglo xvrIr.

¢Qué es una base? Nuestro método de escribir cantida-
des utiliza la base diez. Asi, 372 significa 3 10247 X 10+2.
La misma cantidad puede escribirse en otra base, ocho,
por ejemplo. Como 372 =5 X 8 + 6 X 8 + 4, 372 escrito
en base ocho es 564. Se ensefia a los estudiantes a escribir
numeros en otras bases y a sumar y multiplicar en ellas.
Los modernos computadores electrénicos operan en base
dos. Cabria esperar, entonces, que a los estudiantes se les
ensefiarian las bases de numeracién cuando tienen que
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iprender algo acerca de computadores. Pero el argumento
los defensores de las mateméticas.modernas es que aprgn—
der a operar en bases distintas de dlC.Z a}fu.da a comprender
a base diez y las operaciones en aritmética. 1
- Un tercer tema comun en las nuevas matematicas esf e
estudio de las congruencias. Este tema se 1ntrodqce re-
~ cuentemente mediante la llamada aritmetlca{ del I‘e.lO]. Nue(:is-
tros relojes llegan hasta las doce y después comlen.zar?d’e
nuevo en cero. Es decir, que cuando han pasa'do ve1nt]15 6s
‘horas desde las doce el reloj no marca 22, sino 10. st(;
~ implica que a todos los numeros se les. restan do;enas corr;S
_ sea posible. Veintidés se reduce a diez, y se 11ce q]ue -
_congruente con diez en modulo 12. Pa.ra hacer los calcu e
 mas simples se les ensefia a los es.tudlantes la congruenc

 en moédulos cinco o seis. Ahora bien, las congruencias no

_ tienen aplicacién a la ciencia o la ingenieria. Se ensenan

por su interés matematico, y de hecbo, e% tema pertenece
a la teoria numérica, la cual se estudia pr1nc1pa1.mer1te por
su propio interés. No obstante, es un tema curioso y quee:
puede despertar interés por los nUMEros. Sc’ requlelje‘:jn 1nu6
vas tablas de suma y de multiplicacién. Asi, en modulo 0,
4x 3 =0, ya que si se toma el pro.ducto normal, doc;::, tv
se sustraen tantos 6 como sea p051ble, queda cero. Este
producto tiene otra caracteristica curiosa, que el produfcto
de dos numeros puede ser cero aunque ninguno de los fac-
lo sea. »
toreOstro tema privilegiado en el plarll de matematica ’moi
derna es el de las desigualdades. Un ejemplo simple seria e
hallar los valores de x para los que 3x < 6. Este tema ha
sido ensefiado en ¢l college durante generaciones, d(;n.téo
del 4lgebra tradicional, per(zi el nuevo plan lo ha incluido
ilgebra de noveno grado. _

=g ?Ell aSgchool Mathematics Study Group recomienda ?1_ es-
tudio de matrices en el segundo semestre del duodeglmo
grado. Una matriz es una ordenacion rectangular de nume-
ros, habitualmente cuadrada. Por ejemplo:

2 3
-5 7
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€s una matriz y se dice
tiene dos filas y dos colu

- gebra de matrices
. muchos de
simbélica. En el ra
maciones de vari
lloviendo» y «vo
estd lloviendo»

pendientes c
onectadas por la conjuncién «y». Evidentemen.

j(c))s plgnes modernos se ensefia
namiento ordinario combinamos

y a i
pasear», AqLIl las dos afirmaciones «no
’

q

MM < <

q
\%
F
A%
F

A
A%
F

F
F

El simbo_lo A significa «y»;
ique la afirmacién total es vér
as dos verdaderas. Se supon

la tabla de verd
) ad nos di
dadera si y sélo si Pyq s:;
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légica
as m i ol
aneras. Asi se puede decir: «no estg.

«VO
y Y a pasear», son proposiciones inde-
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e supone que mediante el uso de estas tablas se aprende

@ razonar.

Muchos textos modernos ensefian algebra de Boole, a la

que también se considera vna ayuda para el razonamiento,
y que constituye una alternativa al uso de las tablas de ver-
dad. Esta algebra es igual al algebra de conjuntos. Por ejem-
" plo, en teoria de conjuntos el conjunto de los perros mas
el conjun

los perros. En algebra de Boole, si a representa el conjunto
~ de perros, el enunciado algebraico es a + a =

to de los perros es exactamente el conjunto de

a. Si b repre-

senta el conjunto de los animales, el enunciado de que todos
los perros son animales se expresa por ab = a, donde ab
significa el conjunto de objetos que estan a la vez en a
y en b. Usando el algebra de Boole se pueden expresar los
razonamientos ordinarios en forma puramente simbdlica.

Los textos de matematica moderna son parti
los conceptos abstractos. Antes de que los estudiantes ha-
yan trabajado con funciones se les pide que aprendan qué
son relaciones y funciones en términos de conjuntos de pa-
res ordenados (cap. 6). Sélo después de las definiciones
generales se deja que los estudiantes aprendan a trabajar
con y = ¥, y = x* y similares.

Para conseguir que los estudiantes se habittien a la
abstraccion, se les pide que respondan a ejercicios como
el siguiente: Si ¢ es una operacién con los nameros positi-
vos, ¢ccual de las definiciones siguientes de ¢ cumple que

xpy=y¢ x

darios de

xy

X+

Il

a) x¢y=y/x & wey

b) x¢y=x—y
e) x¢y=x2+xy2+}"
c) xoy=x(x+y)

Lo que realmente se pregunta en este ejercicio es: «;Para
cual de las ¢ definidas a la derecha de los signos de igual-
dad se pueden intercambiar x e y sin alterar la expresion?»

(La respuesta es d.)
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Manteniendo su énfasis en la abstraccién y la estructur:
los textos de matematica moderna introducen las nociones
de grupo y cuerpo. Un grupo es cualquier coleccién de ele
mentos con una operacién que cumple varias condicio
Si a la operacion la llamamos suma (aunque puede no
la suma de los ntmeros reales), entonces una condicién es
que la suma de dos elementos cualesquiera sea otro elemen-.
to de la coleccién. La suma debe cumplir la propiedad aso-
ciativa. Debe haber un elemento llamado 0 tal que a+0=aq
para cada elemento a de la coleccion. Finalmente, para cada.
a de la coleccién debe haber otro elemento de la coleccién,
indicado por —a, tal que la suma de a y —a sea 0. .

' El ejemp].o. mas simple de grupo es el conjunto de los
numeros positivos y negativos con la suma. Sin embargo, la
importancia de la nocién de grupo reside en que hay mu-
chas colecciones diferentes de clementos, con una operacién
asociada a cada coleccién, que forman grupo.

El concepto de cuerpo se aplica a una coleccién de ele-
mentos con dos operaciones, llamadas suma y multiplica-
cién; cada una de estas operaciones debe poseer las propie-
dades que tienen las operaciones de grupo (excepto la exis-
tencia de cero), y las dos operaciones estan relacionadas
por la propiedad distributiva, es decir, ax(b+4c) = axbh +
+ axc. El ejemplo mas simple de un cuerpo es la coleccién
de ntmeros racionales (ntimeros enteros y fracciones) con
las operaciones habituales de suma y multiplicacion. Al igual
que en el caso de los grupos, hay muchas colecciones de
elementos y operaciones que forman un cuerpo.

Se espera que los estudiantes aprendan no sélo los con-
ceptos de grupo y cuerpo, sino las propiedades de estas
eéstructuras no contenidas en sus definiciones. El estudio
de estas estructuras abstractas v sus propiedades se situaba
dentro del plan tradicional en el tercer o cuarto afio de
licenciatura, v sélo para quienes se especializaban en mate-
maticas. En las nuevas matematicas algunos de estos con-
ceptos se ensefian en la ensefianza primaria, v la cuestién
nropiamente dicha se estudia en el cuarto afio de ensenanza
secundaria.

Se pide a los estudiantes que aprendan conceptos abs-
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- tractos con la esperanza de que si lo consiguen, podran
- entender automaticamente sus concreciones. Asi, si un es-
~ tudiante aprende la definicién general de funcién, compren-
- deré las funciones especificas con las que tendra que tra-

tar; y si aprende qué es un cuerpo, lo sabra todo acerca
de los numeros racionales y de otras colecciones que for-

- man cuerpos. Expresandolo en términos de abstraccién y
- concrecion, se puede decir que las matemadticas modernas

favorecen la abstraccién como forma de aproximacién a lo
concreto.

Ya en los comienzos del movimiento era evidente que
iban a destacar las cuestiones abstractas. Por ejemplo, la
Commission on Mathematics of the College Entrance Exami-
nation Board afirmaba en su informe de 1959 (p. 20): «El
objetivo de la ensefanza del algebra no deberia entenderse
exclusiva o principalmente como el desarrollo de la capa-
cidad operativa. Antes bien, la educacién deberia estar orien-
tada hacia el desarrollo y comprensién de las propiedades
de un cuerpo de numeros.» La comisién recomendaba que
para el segundo semestre del duodécimo curso se escogiera
entre una introduccion a las probabilidades, con aplicacio-
nes estadisticas, y una intrqduccién al dlgebra abstracta
centrada en el estudio de grupos y cuerpos.

Hemos descrito los nuevos contenidos del plan de ma-
tematicas modernas. Se supone que éste corresponde a la
necesidad de introducir a los jévenes estudiantes en la so-
ciedad moderna. Aparentemente también deberia resultarles
atractivo, porque, como dicen los autores de The Revolution
in School Mathematics (p. 32), «[El estudiante] quiere saber
cémo encajan las matematicas en su mundo. Y, por fortuna,
su mundo esta lleno de imaginacién y de abstracciones. Asi,
los estudiantes se interesan por las matematicas porque les
proporcionan un rapido acceso a una aventura intelectual
atractiva y satisfactoria.» Aparentemente la imaginacién
humana no ha muerto.

Revisemos el contenido de las nuevas matematicas a la
luz de las pretensiones del nuevo plan.

Los defensores de las nuevas matematicas han insistido
mucho en que las matematicas ensefiadas en el plan tradi-
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cional eran ya conocidas antes de 1799 y en que 195 :(81::
diantes se aburrian con unas matematicas ta.n anticu ma
Sostienen ademas que la edad moderfla requiere una(s1erno
tematicas totalmente nuevas. ¢En qué medida es mo
el contenido de la moderna matematica? .
Realmente la mayor parte del plan_d'e matemétlca§ tmcz:
dernas esta formado por temas 'trad1c1ona’les. La arlezxia
tica, el 4lgebra, la geometria, la tngor}on}etrlgala georr11 .
analitica v el calculo tradicionales e‘stan incluidos en aebe a
vo plan y formando de hecho su nucl??. Luego mi clarl e
blar de contenido moderno. La acusacién de quc; elp o
dicional est4 anticuado se contradice con la confesion -
modernistas de aue ellos ofrecen ante todo una n;]levai i ;.
pretaciéon del antiguo plan. A pesar de este hec 0, los 1
fensores de la nueva matematica basan su ‘campafia zn 1?ca.
la época actual requiere una nueva m:atematllca' parati ;;Cién
ciones tales como ladprogramacu;n (1)2152;11. dae 12:§Za§ .
i la teoria de juegos, el c  ete.
%ze?éé‘lflz, :n estas aplicaciones se usan las matematicas
tradicionales.
¢Mejoraria el nuevo plan si 'hubiera abandonadg 10137361;
tiguos contenidos por haber s.xc'lo creados. antes ~eS atra.-
¢ Estarfa entonces el plan tradicional tre'sc1entoslan}(l). e,
sado? Tal clase de argumento puede .aphcarse ala 15: as,
pero carece de fuerza cuando se aplica a las matematicas.
La matematica es acumulativa. Lo nuevo se c9nstru}tlznf;
bre lo viejo, y es preciso comprender los arllltlguo[s] -
si se pretende dominar los nuevos desarrollos. 211)700
basado tnicamente en las matematicas posteriores
no tendria cimientos. i
No se puede defender todo lo antigqq. Yla he{?osiczen;é
lado (en el capitulo 2) que la resplucmn (l)gatrl glidonal
triangulos, tema predilecto de la trlgonog‘xztnad r:?ado Sir{
ha perdido su importaxl'xcia. Puedz1 s;:ll;m ::r;)dicfona] p.uede
embargo, es muy poco lo que en e
i rse envejecido o sin uso actual. La§ matema
izr;fls(iig:)acomparaéas a un gran arbol que da sllerr}pre nft.lxle;\;i:
ramas y hojas y que sin embargo conserva el mismo
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tronco de conocimientos establecidos. El tronco es esencial
para la vida de todo el 4rbol.

Sin embargo, el nuevo plan si incluye algunos temas
nuevos. Al evaluar estos temas nuevos debemos tener pre-
sente que los estudiantes de ensefianza primaria y secun-
daria no saben a qué van a dedicarse en la vida. Incluso
los pocos que lo piensan pueden cambiar varias veces de
idea. Por tanto, los diferentes cursos de matematicas que
se den deberian ser ttiles para las distintas carreras que
los estudiantes puedan emprender.

El nuevo tema al que se concede importancia en la ma-
tematica moderna es la teoria de conjuntos. No hay duda
de que la palabra «conjunto» es util. En el sentido habi-
tual, no técnico, significa coleccién, clase, grupo y cosas
parecidas. Sin embargo, como ya hemos sefialado, se pide
a los alumnos que estudien la unién e interseccién de con-
juntos, los subconjuntos, el conjunto vacio, los conjuntos
infinitos, las correspondencias biunivocas entre conjuntos
infinitos y otros conceptos. Todo esto es un total despilfarro
de tiempo. En las teorias matematicas muy avanzadas y com-
plicadas, la teoria de conjuntos juega un papel, pero en las
matematicas elementales no juega ninguno. De hecho es
casi seguro que la teoria de conjuntos se incluy6 en las
matematicas modernas mas para darles aspecto de ser com-
plejas y avanzadas que por su utilidad. Sucede que es uno
de los pocos temas de la matematica superior que se puede
presentar sin una excesiva preparacion previa, y sin duda
es uno de los pocos temas de matematicas avanzadas que
los creadores del plan de matematica moderna podian com-
prender.

Una vez que han introducido la teoria de conjuntos, los
creadores del plan debian usarla. Para ello inventaron una
terminologia y unas definiciones. Si se habla del «conjunto
solucién de x + 2 = 4», en vez de los valores de x para los
cuales x + 2 =4, se usa el lenguaje de los conjuntos. Se
habla de un triangulo como «la unién de tres puntos no
alineados y de los segmentos que los unen», en vez de hablar
de tres puntos no alineados y los segmentos que los unen.
El punto de interseccién de dos lineas se describe como la
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interseccién de dos conjuntos lineales. Las funciones, como
sefialamos antes, son conjuntos de pares ordenados. Esta
definicién de funcién es particularmente desafortunada. Lo
importante acerca de una funcién, por ejemplo y = X, e8
que al variar x, varia y, y que los valores de y dependen de
los valores de x. Este significado de la funcién queda oculto
en su definicién como un conjunto de pares ordenados. De
hecho, el conjunto de pares es infinito, y no puede ser or-
denado por la mente para ver el importante concepto de
variacién. Por tanto, estas aplicaciones de la teoria de con-
juntos distorsionan los conceptos basicos.

El profesor Feynman, cuyas criticas a los libros de texto
que se usan en California ya hemos citado, dice que «en
casi todos los libros de texto que tratan sobre conjuntos,
¢stos no llegan a utilizarse para nada, ni se llega a explicar
por qué el concepto posee interés o utilidad especiales.
Lo tnico que se nos dice es que "el concepto de conjunto
es muy familiar”. Realmente esto es cierto. La idea de con-
junto es tan familiar que no comprendo la necesidad de
una paciente discusién del tema, una y otra vez, por dis-
tintos libros de texto, sin que al final se usen los conjuntos
para nada».

El papel de la teoria de conjuntos en las mateméticas
puede ser digno de atencién porque nos da alguna indicacién
de cémo se han interpretado las mateméticas en el plan de
matematica moderna. Este papel puede entenderse median-
te una analogia. Supongamos que, a causa de la general
insatisfaccién respecto a la produccién de musicos de nues-
tro pais, se decidiera cambiar la ensefianza de la musica.
Un grupo de educadores podria argumentar que no hemos
logrado hacer progresos en musica porque todavia estudia-
mos a Beethoven, a Bach y a Brahms. En su lugar debe-
riamos estudiar musica moderna. Es mas, deberiamos estu-
diar los fundamentos fisicos de la musica. Ahora bien, los
fundamentos fisicos de la musica son la fisica de los soni-
dos, de los sonidos musicales en particular. Entonces a los
estudiantes de musica se les ensefiaria primeramente la teo-
ria de los sonidos en vez de ensefiarles a interpretar musica,
a oir musica y a apreciar las grandes composiciones del
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pasado. Naturalmente, se podria mantener que la fisica de
los sonidos musicales es un tema valioso por si mismo. Esto
es verdad. Pero el dominio de este tema, incluso suponiendo
que pedagdgicamente sea accesible a los jovenes, no produ-
cird musicos.

Se puede usar el mismo argumento respecto a la ense-
fianza de la pintura. Se puede ensefiar la teoria de los colo-
res y formar expertos ¢n ese tema. Pero estos expertos pue-
den no ser capaces de dar una pincelada, al menos contando
con sus conocimientos sobre los colores.

De forma analoga, la teoria de conjuntos no tiene nin-
guna utildad para comprender la matematica elemental o
para aprender a trabajar con ella, aunque constituya el fun-
damento logico de un planteamiento compléjo y riguroso
de las matematicas.

pe hecho la teoria de conjuntos puede causar desorien-
tacion incluso en el contexto en que se supone que es de
més ayuda, es decir, en el estudio de los numeros. Lo mas
que los modernos textos pueden decir acerca de la relacién
entre numeros y conjuntos es que un numero es la propie-
dad o nombre de un conjunto. Esto, en si mismo, es tan
vago que resulta inatil como definicién de ntmero. Pero la
situacion es peor aun. Dados dos conjuntos {1, 2, 3} y {3,
4, 5}, la unién de estos dos conjuntos es el 11,2, 3.4,.5}
el cual sélo contiene cinco objetos. Pero si sumamos ei
nimero de objetos del primer conjunto al niimero de obje-
.tos del segundo conjunto el resultado es 6. Igualmente, la
interseccion de los dos conjuntos originales es el conjun-
to {3}. Pero el producto de los numeros correspondientes
a los dos conjuntos es 9. Luego las dos operaciones basicas
entre conjuntos, unién e interseccién, no se corresponden
con la suma y la multiplicacién de los numeros representa-
dos por los conjuntos.

Un examen critico del uso de la teoria de conjuntos en
los textos de ensefianza primaria y secundaria refuta el argu-

mento de que la teoria de conjuntos unifica las matemati-
cas. No se hace un uso importante de la teoria, con excep-
cién de su utilizacién artificial, para definir conceptos. El
tema se abandona de hecho en los desarrollos posteriores
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y solamente se mantiene la terminologia. Naturalmente la
teoria de conjuntos arroja resultados importantes, pero in-
cluso los modernistas reconocen que éstos caen fuera de la
esfera de las matematicas elementales. En este sentido po-
demos comparar la teoria de conjuntos con la geometria
elemental. Los axiomas de la geometria deben parecer in-
mediatamente evidentes al estudiante cuando se estudian
por primera vez, y en este aspecto la geometria y la teoria
de conjuntos comienzan a la par. Pero casi antes de darse
cuenta de que estan haciendo algo de envergadura, los estu-
diantes obtienen en geometria resultados sorprendentes vy
excitantes. A partir de axiomas aparentemente simples, y
mediante el modo deductivo de razonamiento, surgen re-
sultados tan interesantes e inesperados como el de que las
medianas de un tridngulo se cortan en un punto, al igual
que las alturas, las bisectrices y las mediatrices, y no sélo
para un tipo de triangulo, sino para todo tridngulo. Para un
estudiante con sensibilidad matematica, tales resultados
aparecen como una revelacién inolvidable de la potencia
del razonamiento matematico abstracto. No hay nada com-
parable. En el tratamiento rudimentario que de la teoria
de conjuntos se hace en el nuevo plan de matematicas no
hay nada comparable a esto.

En las matemaéticas elementales la teoria de conjuntos
es un formalismo hueco que obstaculiza ideas que son mu-
cho mas faciles de comprender intuitivamente. La justifi-
cacién de su introducciéon es casi ridicula y supone una
parodia de la pedagogia. La teoria de conjuntos no ha re-
sultado el elixir de la pedagogia matematica.

La importancia otorgada a la teoria de conjuntos ha
provocado criticas causticas. Una muestra podria ser la
siguiente: «Un autor exige que los estudiantes participen
activamente en una aventura de aprendizaje de conceptos.
¢Y cudl es esta aventura? Los estudiantes dan al profesor
sus propios ejemplos de conjuntos. Comienzan con conjun-
tos de cosas similares; pero la aventura alcanza pranto el
punto en que se pueden considerar conjuntos tales como
"la nariz del notario, la luna y el nimero 4”. Los estudian-
tes han sido llevados con gran destreza pedagdgica a la
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pasmosa conclusién de que cualquier coleccién de cosas es

una coleccién.»

Otro critico fue igualmente severo: «Oh, veamos, Johnny
tiene un conjunto de canicas. Mirad, mirad, Billy tiene un
conjunto de canicas. Veamos el conjunto de Billy. Aqui vie-
ne Mary. Mary coge todas las canicas. Mary tiene la unién
del conjunto de Johnny y del de Billy. Veamos la unién

~de Mary.»

El segundo de los nuevos temas incorporados en las

‘nuevas matematicas es el de las bases de los sistemas de

numeracién. Como ya hemos sefialado, este tema no es his-
téricamente nuevo, ni es nuevo en la ensefanza de las ma-

- tematicas. Varias generaciones lo han estudiado en el

dlgebra del college. Luego lo tinico que es nuevo es que

el tema ha sido introducido en la ensefianza primaria. El

argumento es que los estudiantes comprenderdan mejor la
habitual base diez en que se escriben los numeros, si apren-
den a escribirlos en cualquier base.

Los problemas pedagégicos son a menudo dificiles de
resolver. Una buena analogia de la ensefianza prematura de
las bases de numeracién seria quiza la de la ensefianza del
francés a estudiantes que atin no dominaran su propio idio-
ma. (Lo aprenderian mejor asi? Es mas probable que la
ensefianza simultanea de dos lenguas produzca confusién.
Se puede perfeccionar y profundizar el conocimiento del
propio idioma aprendiendo francés, pero esto se logra me-
jor después de que se ha conseguido un dominio razonable
del propio idioma. Otra analogia podria ser la de aprender
a tocar el piano y el violin simultaneamente.

Otro de los argumentos mas frecuentes a favor de la
introduccion de las bases es que las modernas calculadoras
electrénicas usan la base dos. Las calculadoras usan la base
dos, luego seria mas interesante ensefiar la base dos cuando
los estudiantes comenzaran a aprender a usar computado-
res, no en la aritmética de segundo, tercer o cuarto grado.

La congruencia es el tercero de los nuevos temas. Po-
demos recordar que hace referencia a la aritmética de mé-
dulo doce, cinco o seis. Este concepto no tiene aplicacién
a nivel elemental. Puede interesar a los estudiantes, pero
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a expensas de cosas mas importantes y quizd igualmente
interesantes. No parece haber nada que haga recomendable
este tema para el nivel elemental, excepto su novefiafi.

Las desigualdades —otro de los temas caracteristicos en
los textos de matematica moderna—, coma las bases, se
ensefiaban normalmente en e algebra a nivel de college, y
lo tinico que se ha hecho ha sido trasladar este tema a la
ensefianza secundaria. Es muy poco lo que se pL.lede hacer
con este tema a nivel d¢ la ensefianza secundaria. Incluso
cuando se ensefiaba en el college se tardaba al'go en T}acer
uso de él. De aqui que tenga menos sentido atn ensefiarlo
a un nivel inferior. 4

Otro de los temas nuevos, el 4dlgebra de Boolfs, es similar
a la unién y a la interseccién en teoria dfe .conJuntos.'An(;e
todo, es un paso hacia la légica matematica. Se defiende
su ensefianza a nivel de ensefianza secundaria, en base a
su uso en el disefio de circuitos de conexi(’ml e_specxa!mente
en los computadores. Esta defensa parece débil en v1s:(a de
que los estudiantes de enseflanza primaria y sec.undarla tno
saben qué carreras seguiran, asi que la educgmén a‘ eséos
niveles deberia ser mas general que prepljofeismnal.'CCl{ n-
tos estudiantes de ensefianza secundaria disefiardn circuitos
de conexién a lo largo de su vida? .

Otro tema mas del plan moderno es la légica sirfl’béhca.
Hay muchas razones para que no se les ensefie a los jovenes.
La creencia de que los simbolos explican los conceptos o
las ideas parece ser predominante, pero no por ellp es me-
nos falsa. Se supone que el significado de la ?flrm?c13n
conjunta de dos proposiciones, tales como'«Esta llgvfl'en'do
y voy a dar un paseo», queda aclarado e incluso de mldo
mediante una tabla de verdad. Esto es poner el carro e;
lante del caballo. ;Cémo se ha obtenido la tabla de‘ verdz?d.

Evidentemente, tenemos que saber antes que la afu:macxén
conjunta de dos proposiciones es verdad. si y sélo si ambas
son verdad. Entonces podemos construir la tabla de ver-
dad. Todo intento de razonar mediante las tab1a§ de ver-
dad es ineficaz, torpe e incluso desconcertante. Ni lo_s ma-
tematicos ni los abogados razonan de esa forma. Y ningun
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matematico, excepto los especialistas en el tema, usa la
légica simbélica. Por el contrario, todo matemadtico piensa
intuitivamente y luego presenta sus argumentos en forma
deductiva usando palabras, simbolos matematicos familia-
res y légica ordinaria. Recurren a la légica simbélica los

~ especialistas en problemas de base, que deben ocuparse de

las imprecisiones y ambigiiedades del lenguaje ordinario.
Pero incluso ellos comprenden intuitivamente qué quieren
decir y expresan después sus pensamientos mediante simbo-
los especiales. La légica simbdélica no controla ni dirige el
pensamiento; es simplemente la mas compacta expresiéon
escrita del pensamiento real. Es precisc asegurarse de que
los simbolos expresan lo que deseamos, sin confiar en que

- los simbolos nos aclaren qué queremos decir. No solamente

la mayor parte de los matematicos no usan la l6gica sim-
bélica, sino que aquellos que la usan piensan realmente en
lenguaje ordinario.

Uno de los temas recomendados para el duodécimo gra-
do, y que est4 bastante extendido, es una introduccién al
dlgebra abstracta. En este curso, en muchos textos se hace
hincapié en las matrices, cuya naturaleza describimos antes.
Hay un dlgebra general de matrices con la que se ensefa
a los estudiantes a sumar, restar, multiplicar y dividir ma-
trices, asf{ como otras muchas operaciones. Sin embargo, las
matrices son formas abreviadas de lo que se llama trans-
formaciones, y los estudiantes, a nivel del duodécimo gra-
do, no tienen antecedentes de qué significan y para qué se
usan las transformaciones. Por tanto, aprenden a usar las
matrices sin ninguna finalidad, y no pueden ver ningtn
sentido en lo que hacen porque no conocen el contexto en
el que se usan las matrices. El uso de las matrices se con-
vierte entonces en una serie de tareas mecanicas, tan meca-
nicas como la ensefianza tradicional del 4lgebra, que tan
justamente ha sido criticada. El 4lgebra de los ntmeros
ordinarios es, al menos, un paso necesario para progresar
en las matematicas elementales: y aunque no es posible
defender ningunas mateméticas que carezcan de sentido,
tiene alguna justificacién la ensefianza del dlgebra de los
numeros ordinarios a los estudiantes de bachillerato. No
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hay justificacién para el estudio de las matrices a nivel del
duodécimo grado.

Otra parte del curso recomendado de algebra abstracta
es el estudio de grupos y cuerpos. Ya hemos explicado que
éstos constituyen formulaciones abstractas de otras algebras
més concretas. Las versiones abstractas se reducen al estu-
dio de las estructuras comunes a los casos concretos. Contra
la ensefianza de tales estrnicturas se puede argumentar sim-
plemente que es prematura. También se podria intentar en-
sefiar la estructura de todas las lenguas —todas tienen ca-
racteristicas comunes— a un nifio que no dominara todavia
su propia lengua. Una vez que un estudiante ha aprendido
las 4lgebras de los ntimeros reales, de los ntimeros comple.
jos, de las funciones racionales, matrices, vectores, trans-
formaciones y congruencias, puede interesarle saber si estas
4lgebras tienen o no caracteristicas comunes. Entonces se
podra demostrar un teorema sobre grupos y el teorema se
aplicard a todas aquellas &lgebras concretas que’ formen
grupos. En otras palabras, merece la pena demostrar el
teorema abstracto de una vez por todas cubriendo de un
golpe muchos casos especiales. Sin embargo, las abstrac-
ciones no tienen significado si no van precedidas de un
conocimiento efectivo de 4lgebras especificas, y la ventaja
de demostrar un teorema general para un 4lgebra abstracta
no puede afectar a quien solamente conoce un ejemplo de
grupo o cuerpo, y ademas lo conoce imperfectamente.

El interés de una formulacién abstracta es que unifica
y revela las propiedades comunes a ramas concretas y fa-
miliares de las matematicas. Por tanto, en el desarrollo
de las matematicas la abstraccién no es el primer paso,
sino el ultimo. Puede clarificar solamente aquellas estruc-
turas concretas que son ya bien conocidas. Unifica sélo
aquello que ya conocernos. Sin un amplio conocimiento pre-
vio de los casos concretos, los conceptos abstractos perma-
necen vacios, arbitrarias criaturas de la fantasia matema-
tica. Enfrentar a los estudiantes mas jévenes con abstrac-
ciones que estan por encima de su nivel de madurez, sélo
produce confusién y rechazo, pero no incrementa el cono-
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cimiento. En pocas palabras, los conceptos mas abstractos
no pueden utilizarse a nivel elemental.

Hay otra objecién contra la ensefianza prematura de
estructuras abstractas. Es cierto que los nuimeros raciona-
les, los' reales y los complejos tienen estructura de cuerpo
Es decir, que la suma, el producto, la diferencia y el cociente
d_e dos numeros racionales cualesquiera es un ntimero ra-
c1or.1al y lo mismo sucede con los niimeros reales y los com-
plejos. Por tanto, se podria argumentar que los estudiantes
poseen tl:es ejemplos concretos de cuerpo. ¢Deberia enton-
Ces ensenarse tempranamente el concepto de cuerpo? La
respuesta sigue siendo no, porque las propiedades de cuer-
po son aquellas que son comunes a todos estos sistemas de
numeros, asi que borran automaticamente cualquier carac-
terlstlc.a que los distingue. Pero las operaciones con ntime-
1os racionales son diferentes de las operaciones con numeros
reales y éstas son diferentes de las operaciones con nuimeros
complejos. Asi, el producto de las fracciones 3/4y 7/8 es
21/32,' el producto de V2 y V3 es V6, y el producto de
24 3iy 4+ 5ies —7 + 22i. Hasta que el estudiante pueda
al menos operar facilmente con numeros racionales y rea-
les, tiene poco sentido ensefiarle que a X b = b X a es una
Fropledad de los cuerpos. Un estudiante que conociera per-
deecvts;‘r,f:t; las iljopledades <er un cuerpo polel'a no saber

cambio en una tienda de ultramarinos, mucho
menos_llevar un libro de caja. No olvidemos que'es mas
vaclo un concepto mateméatico cuanto mas general es.
] Dich.o de otra manera, los cuerpos no explican los dis-
tintos tipos de ntimeros ni las operaciones que se hacen con
ellos. .Ij)e hecho sucede justamente al revés. La buen‘a com-
prension de varios sistemas de nimeros aclara el concepto
de cuerpo. Por tanto, carece de base el argumento usual de
que es util ensefiar tempranamente el concepto abstracto
porque da cuenta de varios casos concretos a la vez. Por lo
que .concierne a la utilidad, el tiempo que se em.plea en
ensenar conceptos abstractos es tiempo perdido. Cuando
afivertlmos que quiza el cincuenta por ciento de los estu-
diantes que ingresan en el college no saben sumar ni mul-



116 Morris Kline

tiplicar fracciones, especialmente con letras, resulta evidente
en qué se debe hacer hincapié.

Psicolégicamente la ensefianza temprana de abstraccio-
nes constituve un error. Una completa comprension de lo
concreto debe preceder a la abstraccion. Los conceptos

abstractos no tienen sentido a menos que se tengan bien

presentes diversas interpretaciones concretas. Las abstrac-
ciones prematuras caen en oidos sordos.

En sentido estricto no es posible ensefar una abstrac-
cién. La dificultad para el estudiante seria analoga si se
le diera una definicién de perro bioldégicamente correcta
y luego se le presentaran como ejemplos un caniche y un
pastor. Si se le ensefiara un bull-terrier y se le preguntara
si aquello era un perro, el estudiante podria quedar des-
concertado. La definicién biolégica contiene tantos térmi-
nos extranos y técnicos que no podria comprenderla; y si
pudiera, no sabria aplicarla.

Las abstracciones deben nacer en la gente. No es posi-
ble ensefiarlas ex cdtedra. Conforme aumenta la experiencia
de la gente en las distintas variedades de relaciones funcio-
pales y en sus peculiaridades, advierten el gran ntimero de
situaciones que tienen en comun una idea basica; en este
momento sera esclarecedor sefialarles esta idea comun. Tam-
bién podran valorar las diversas condiciones o cualidades
que deben incluirse en una definiciéon general.

Empezar con un concepto general y luego usarlo sélo
en casos especiales, como es habitual en la matematica mo-
derna, es pedagégicamente absurdo por otra razén. Se puede
ensefiar a un nifo de seis afios algo sobre los perros, de
manera que pueda jugar con ellos y, al mismo tiempo, ser
precavido. ¢Se deberia empezar con la definicién biolégica?
Prescindiendo de si la definicién tendria significado para
un pequeno, deberiamos preguntarnos si le ayudaria a co-
nocer a los perros. ¢No seria mas practico que el chico
aprendiera acerca de los perros que encontrara a su alre-
dedor? Asi sucede con los conceptos matematicos. La defi-
nicién general de una funcién es indtil en tanto que el
objetivo inmediato sea aprender acerca de y=3x, y=3x + %
y=x% y funciones parecidas. De hecho, la definicién general
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carga al estudiante con un misterio que nubla todo su pen-
samiento ulterior. Un afio o dos después de aprender una
definicién aplicable a casos simples solamente, podré necesi-
tar una definicién de funcién un poco mas amplia, por ejem-
plo, cuando encuentre funciones de dos o tres variables.
Incluso entonces la definicién general es inutil. Basta con
ampliar el término funcién para que incluya, por ejemplo,
g= 2+ .

La mente humana no opera en las mateméticas de forma
distinta que en politica o en sociologia. Se puede predicar
la hermandad de los hombres, pero esto no lleva a la gente
a comprender y practicar la hermandad. El ensenar a los
nifios a convivir con otros de diferentes razas y credos, y a
respetarlos, puede lograr esta hermandad, pero el principio
ético general no les afectara. Los estudiantes a quienes se
les han ensefiado abstracciones antes de que hayan adqui-
rido la rica experiencia que lleva de hecho a aquellas abs-
tracciones, pueden adquirir algunos conocimientos superfi-
ciales y usar las palabras adecuadas. Pero no se puede
decir que comprendan realmente estas abstracciones.

La preferencia de los matematicos modernos por la abs-
traccién nos recuerda un cuento. El director de una escuela
alardeaba de apreciar mucho a sus estudiantes y de preocu-
parse por su salud. Un dia vio a un estudiante caminando
por una acera en la que se acababa de echar hormigén. Se
lanzé violentamente sobre él y lo arrastr6 fuera del hormi-
gén fresco. Un profesor que vio el incidente recordé al di-
rector su supuesta preocupacién por los estudiantes y le
reproché que tratara tan rudamente al muchacho. El direc-
tor replicé: «Me gustan los estudiantes en abstracto, pero
no en concreto» *.

Los abogados de las nuevas matematicas tratan de res-
ponder a la acusacion de excesiva abstraccion, citando al psi-
c6logo Jerome S. Bruner, de Harvard, que dijo: «Cualquier
tema se le puede ensefiar, en forma intelectualmente ho-
nesta, a cualquier nifio en cualquier nivel de desarrollo.»

* Se trata de un juego con la palabra concrete, que puede significar
«lo concreto» y «el hormigén». (N. del T.)
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La caracteristica salvadora de esta tesis es su vaguedad.
Dejando de lado la cuestién de si se debe dar prioridad
a las abstracciones particulares en que un grupo puede es-
tar interesado, cabe preguntarse cdmo se podria presentar
la sustancia de la Critica de la razén pura de Kant a los
estudiantes de secundaria. Lo que puede pasar y lo que pasa
cuando se toma demasiado en serio la tesis de Bruner es
que los estudiantes aceptan las abstracciones décilmente,
con tan poca comprension y capacidad critica como los ni-
fios cuando aprenden el catecismo.

El cuadro total que ofrecen los nuevos temas en el plan
moderno no es muy grandioso. Algunos temas, como las
bases y las desigualdades, han sido traidos simplemente de
los niveles superiores en que previamente se ensefiaban sin
ninguin beneficio y con muchos inconvenientes. Otros, como
las congruencias, son novedades inttiles a nivel elemental.
Otros, como el algebra de Boole y la légica simbélica, son
especialidades que deberian reservarse a los especialistas.
Y finalmente, los temas mas avanzados, la teoria de con-
juntos, las matrices y el 4lgebra abstracta, parecen haber
sido escogidos deliberadamente para mostrar que el plan
ha puesto al dia las matematicas superiores —aunque por
lo demias estos avances no tengan sentido ni cumplan nin-
guna funcién en la educacién de los chicos—. En lo que
concierne a los temas maés avanzados, «los reformadores»
parecen tener la impresién de que todo lo que huele a ma-
tematica moderna es matemdtica moderna, como los nifios
pequenios que creen haber crecido cuando se ponen panta-
lones largos.

Aunque varios matematicos capaces y muy preparados
han participado en la preparacién de las distintas versiones
de las nuevas matematicas, sus contribuciones han quedado
muy diluidas. Las nuevas matematicas, como un todo, co-
rresponden al punto de vista del matematico superficial,
que sabe apreciar solamente pequefios detalles deductivos
y distinciones estériles y pedantes como aquella entre nu-
mero y numeral, y que pretende realzar lo trivial con una
terminologia y un simbolismo impresionantes y sonoros.
Se nos ofrece una versién abstracta y rigurosa de la mate-
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matica, que oculta su rica y fructifera esencia y hace hinca-
pié en generalidades poco inspiradoras, aisladas de todo
otro cuerpo de conocimiento. Se subrayan sofisticadas
versiones finales de las ideas simples, mientras se tratan
superficialmente las ideas mas profundas, lo que conduce
necesariamente al dogmatismo. El formalismo de éste plan
solamente puede conducir a una disminucién de la vitalidad
de las matematicas y a una ensefianza autoritaria, al apren-
dizaje mecanico de nuevas rutinas, mucho mas inttiles que
las rutinas tradicionales. Resumiendo, pone de relieve la
forma a expensas de lo sustancial y presenta lo sustancial
sin pedagogia ninguna.

Quizé la critica mas decisiva de los programas de mate-
matica moderna la hizo inconscientemente un profesor que
estaba satisfecho con ella e intentaba que sus observacio-
nes fueran una alabanza: «Si vamos a suspenderles ‘[a los
estudiantes] en matematicas, por lo menos les suspendere-
mos en unas buenas matematicas.»

Cuando se critica el programa de matematica moderna,
a menudo sucede que nuestro interlocutor, tratando de ser
amable y no sabiendo a qué carta quedarse, sefiala que sin
duda la verdad estd a medio camino entre la matematica
tradicional y la moderna. Este tipo de compromiso puede
ser correcto en algunas controversias, pero no es aplicable
aqui. Si una persona afirma que la tierra gira de este a
oeste y otra que gira de oeste a este, no es posible llegar
a un compromiso, por muy bien intencionado que sea, di-
ciendo que la verdad estd a medio camino entre estas
alternativas. Como veremos mas adelante en el capitulo 11,
la verdadera reforma es diametralmente opuesta al camino
tomado por la matematica moderna y se encuentra, por
decirlo asi, en la otra «cara» de la matematica tradicional.



9. EL TESTIMONIO DE LOS EXAMENES

«He aqui que el nombre de Ben Adhem traia con-
sigo todo lo demds.»

Leigh Hunt

A pesar de todas las criticas aparentemente v4lidas para
ambos planes de matematicas, tradicional y moderno, se
echa de menos un criterio mas objetivo para determinar si
un programa es mas conveniente o mejor que el otro. Cabria
pensar que los creadores de los planes modernos de mate-
maticas habrian experimentado con numerosos grupos de
nifios y profesores, obteniendo asi alguna evidencia a favor
de su programa antes de recomendarlo a todo el pais. El
triste hecho es que la mayor parte de los grupos no empren-
dieron casi ningtin trabajo experimental. La tnica excepcién
significativa fue el Committee on School Mathematics de la
Universidad de Illinois, dirigido por el profesor Max Be-
berman. E incluso este grupo nunca presenté pruebas de
la superioridad de su plan.

A partir de 1952, y durante algunos afios, Beberman co-
menzé a experimentar con clases de ensefianza secundaria
en la Universidad de Illinois. También preparaba profeso-
res para ensefiar el nuevo programa en otros centros y es-
taba dispuesto a pasar varios afios poniendo a prueba su
programa. Pero hacia 1955 entré en escena la Commission on
Mathematics, anunciando lo que defenderia en su informe
final de 1959. En 1958 se organizé el School Mathematics
Study Group (SMSG). Durante el verano de 1958 se redac-
taron catorce de los temas experimentales para séptimo y
octavo grado. Unos cien profesores de doce centros ensa-
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on estos temas durante el curso 1958-59. Durante el ve-
rano de 1959 se introdujeron en ellos algunos cambios.
Para entonces los grupos de trabajo del SMSG habian com-
pletado los textos para los grados séptimo a duodécimo.
Estos textos fueron usados experimentalmente durante el
urso 1959-60, y revisados durante el verano de 1960. El
MSG comenzé sin mas a colocar el plan por todo el pafs.
l ver a éstos y a otros competidores suyos dispuestos a
lanzar al mercado sus productos, el profesor Beberman
pens6 probablemente que su trabajo se perderia en la ava-
ncha y comenzé una activa campafia en favor de su ver-
sion del plan de matematica moderna. Desde este momento,
| trabajo experimental desaparecié practicamente y la lu-
cha para asegurarse el predominio desplazé a cualquier otra
actividad. )
- El National Council of Teachers of Mathematics, que
habia puesto a punto un plan propio a través de su Secon-
School Curriculum Committee, organizé durante el pri-
mer semestre de 1960 ocho conferencias regionales en va-
os lugares de Estados Unidos. El propésito de estas con-
ferencias era dar a los administradores y a los supervisores
en matematicas de los centros informacién que les permi-
ra introducir uno de estos «nuevos y mejorados» pro-
amas de matematicas. En otras palabras, la edad de oro
bia llegado y el pafs estaba invitado a regocijarse y par-
ipar en él. El folleto The Revolution in School Mathema-
s, publicado en 1961, relataba lo que se discutié durante
conferencia de 1960 y decia en su prefacio: «Ahora tene-
mos la posibilidad de hacer un esfuerzo concertado hacia
un répido mejoramiento de las matematicas escolares. Su
forma general est4 clara y los materiales de ensefianza nece-
sarios estan disponibles... Consideramos cada uno de los
nuevos programas como una muestra de un plan de mate-
mdticas mejorado que merece la atencién de todos los
interesados en idear mejores programas de matematicas.»
Asi, en 1960 —habiéndose centrado los esfuerzos casi por
completo en la redaccién de los temas, mientras los tests
habian sido pricticamente ignorados— los nuevos planes
se extendieron por el pais.
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El profesor Edwin E. Moise, que habia participado en
el trabajo de redaccién del SMSG y dado conferencias a
favor de este plan de matematica moderna, testificé incons-
cientemente su falta de experimentacién. En su articulo,
incluido en el folleto Five Views of the New Math (publi-
cado por el Council for Basic Education), Moise dijo: «Sin
embargo, una cosa fue evidente, tan pronto como los libros
fueron escritos y antes de que fueran probados: la ganancia
en contenido intelectual era tan grande que podian pro-
ducir o bien una mejora en la educacién o un colapso de la
moral de la clase.»

¢Qué tipo de evidencia objetiva nos permitiria establecer
la superioridad de cualquier plan? Casi inmediatamente se
piensa en los exdmenes. Pero se debe ser cauteloso con el
significado de los exdmenes de matematicas. Los cursos de
mateméticas deberian ensefar a los estudiantes a plantear-
se problemas, a encontrar los resultados ellos mismos y a
comprender los conceptos y demostraciones que han apren-
dido. Realmente los examenes no valoran esto, y en gran
medida no pueden hacerlo. Los exdmenes habituales exigen
que un estudiante responda a una buena cantidad de pre
guntas en un tiempo limitado. Una pregunta que plantee
realmente un nuevo tipo de problema o conduzca a un nue
vo resultado requerird demasiado tiempo para que el estu-
diante medio pueda responderla correctamente en el tiempo
permitido. Incluso aunque el estudiante haga esfuerzos
inteligentes y significativos para responder una pregunta
semejante, la falta de resultados positivos se traducira pro-
bablemente en una calificacién baja o nula.

Por tanto, los examenes de matematicas, habitual y casi
forzosamente, exigen hacer uso de informacién anterior
mente aprendida que ahora simplemente se reproduce.
La principal facultad que miden los exdmenes es la capaci
dad para aprender de memoria. Aunque la adquisicién de
informacién es un objetivo de la educacion matematica, se
supone que no es el tinico ni el mas importante. Si bien la
mayor parte de los profesores niegan que sus exdmenes sean
pruebas de memoria, su comportamiento contradice sus pa-
labras. En el capitulo 2 sefialamos que los profesores no
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‘permiten a sus alumnos usar libros durante los examenes.

Pero si los examenes requieren que el estudiante piense,

¢en qué les puede afectar el uso de libros?

Supongamos, sin embargo, que para conseguir datos ob-
jetivos debamos recurrir a los examenes mejor que a las
opiniones de los profesores, y supongamos, ademas, que los
examenes arrojen resultados positivos. Aun asi deberemos
ser cautelosos sobre lo que los resultados significan, par-
ticularmente en el caso del movimiento de matemaética
moderna.

En la mayor parte de los centros el plan de matemaéticas
modernas se ofrece a los mejores alumnos. De hecho, mu-
chos de los introductores de las matematicas modernas con-
signan ahora explicitamente que este programa se pensé
para los estudiantes capacitados y destinados a llegar al
college. Esta claro que estos estudiantes responderan mejor
que la media.

También es verdad que la gran mayoria de los profeso-
res de cursos de matematica moderna tiene motivos para
hacer mejor su trabajo. Hay varias razones para ello. Son
los profesores mas capaces y mas emprendedores los que
desean ensayar nuevos temas. Algunos reciben sobresueldo,
u otros beneficios, por experimentar o enseflar a otros pro-
fesores a explicar mateméaticas modernas. Otros han sido
convencidos por los articulos que defienden la matemética
moderna de que ésta representa un mejor programa, y res-
ponden al reto que supone su explicacién. Finalmente, mu-
chos profesores han participado en la elaboracién de una
u otra version del moderno plan y estdn decididos a demos-
trar que es superior. Cuando ademas estos profesores dicen
a los estudiantes que han sido especialmente escogidos y
que estan participando en un gran experimento, los estu-
diantes responden habitualmente a tales cumplidos haciendo
un esfuerzo adicional. Ciertamente, los estudiantes a los
que se ensefla bajo alguna de estas condiciones responde-
ran mejor. Incidentalmente, el efecto conseguido haciendo
creer a los estudiantes que son la clave de. un experimento
importante se conoce como efecto Hawthorne.

Los exdmenes han sido hechos en pequefios grupos por
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dian mejor que los que habfan dado matematicas tradicio-
nales. Pero habia pocas y dudosas pruebas de ello. Aunque

estos resultados parecen favorecer la ensefianza de las ma-
tematicas tradicionales, incluso esta conclusién podia ser

errénea. La importancia que se da a las matematicas varia
mucho de unos paises a otros. Por ejemplo, los estudiantes
ingleses de ensefianza secundaria que cursan matematicas,
practicamente se especializan en el tema. Ademas, los estu-
diantes menos capaces nunca llegan a la ensefianza secun-
diaria; son eliminados en los exdmenes que se hacen a los
once anos, y se les envia a la ensefianza profesional. En la
Unién Soviética y en el Japén los jovenes de ambos sexos
deben conseguir muy buenos resultados para obtener la ad-
misién en cualquier college, y trabajan mucho para sobre-
salir. Los estudiantes en los Estados Unidos no estan bajo
una presién semejante.

En la medida en que los exdmenes son significativos,
deberiamos examinar a estudiantes normales ensefiados en
condiciones normales, y sobre ellos no tenemos datos. De
hecho, no se ha puesto en marcha un examen a gran escala
sobre la calidad del programa de matematicas modernas.
Por ahora el esfuerzo dedicado a valorar adecuadamente
las pretensiones de los partidarios de las matemadticas mo-
dernas es insignificante por comparacién con las preten-
siones. No se ha demostrado mediante examenes o medidas
objetivas de cualquier tipo la comprensién mas profunda
que se supone proporciona la matemdatica moderna.

Los planes de matematica moderna han estado en vigor
el tiempo suficiente para que hayan llegado al college estu-
diantes formados en ellos. ; Han obtenido estos estudiantes
mejores resultados por haber recibido una educacién teéri-
camente superior? Es casi imposible responder a esta pre-
gunta. No se ha hecho ningtin examen a gran escala de estos
estudiantes. Ademas, es dificil saber quiénes han estudiado
matematicas modernas, porque, como ya hemos indicado,
muchos cursos que pretenden ser modernos son realmente
mezclas de matematica moderna y tradicional o tienen tan
sélo un barniz de matematica moderna. Hay una unanimi-
dad informal entre los profesores de college en el sentido
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de que los estudiantes estan ahora mas flojos en técnica de
Iculo que los de hace diez afnos. Pero este hecho, si se trata
Imente de un hecho, no implica necesariamente la exis-
tencia de defectos en el plan de matematica moderna. .Ija
presién sobre los jovenes para que consigan una educacién
nivel de college ha provocado la entrada en los college
de muchos estudiantes que no estan preparados ni interesa-
dos en todos los temas. Ademas, la ensefianza de las mat?-
maticas esta siendo acelerada, cuando seria mas cuer.do ir
més despacio. Los estudiantes de ensenanza secun(i.arl?so-
lfan seguir un curso completo de geometria p]ang sintética.
En el programa de matematica moderna se mc]uy'e en
este curso algo de geometria analitica v de geometria .de
sélidos. Antes los estudiantes cursaban &lgebra superior
y geometria solida en el ultimo afo de secundarla'o.en
‘el primero de college. Estos temas han guedado })ractlcg—
mente eliminados. Mas adelante los estudiantes solian dedi-
_car un semestre completo a la geometria analitica antes dfe
“estudiar calculo infinitesimal. El curso de geometria anali-
tica, ademas de introducir la relacién fundamental entre
ecuaciones y curvas, permitia a los estudiar‘ltes hacer pro-
gresos en algebra, geometria y trigonometna}. Durante .los
diez ultimos afios la geometria analitica ha sido sumergl(ila
en el calculo infinitesimal y es muy poco lo que se ensefa
de ella. Asi, los estudiantes llegan al calculo con mucha me-
nos preparaciéon que la que tenian, y, en consecuencia, ob-
tienen peores resultados.

Sin embargo, ademas de los examenes, hay otros indi-
cios de que no todo marcha bien en la matematica mode.rna.
El profesor Beberman confesé en un discurso pronunciado
en Pittsburgh en noviembre de 1960, dentro de un congreso
patrocinado por la Thomas Alva Edison Found_atlon, que
se habia equivocado al hacer hincapié en el rigor en la
geometria, llegando incluso a exclamar que no pqdia com-
prender como habia podido cometer un error semejante.

En este mismo congreso, el profesor Edward G. Beg]e,
director del mayor y mas influyente grupo de elgboramén
del plan, el School Mathematics Study Group, dijo al co-

g
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mienzo de su intervencién: «En nuestro trabajo sobre el
plan no hemos tenido en cuenta la pedagogia.»

Algo mas tarde, durante una charla en el University
Symposium on Mathematics, que tuvo lugar en la Chicago
State University, el 16 de noviembre de 1962, el profesor
Beberman lanzé nuevas dudas sobre el acierto de su pro-
grama, que entonces tenia ya diez afios. «Pienso que en al-
gunos casos hemos tratado de responder a preguntas que
los chicos no hacen y resolver dudas que ellos nunca tiene n,
y en realidad hemos respondido a nuestras propias pregun-
tas y resuelto nuestras propias dudas, como adultos y pro-
fesores; pero éstas no eran las dudas y las preguntas de
los chicos.»

El profesor Beberman siguié adelante con notable hon- .
radez hasta llegar a la critica frontal. El 30 de diciembre

de 1964, en la reunién de Navidad del National Council of.
Teachers of Mathematics, celebrada en Montreal, el doctor
Beberman confesé: «estamos en peligro de formar una
generacién de nifios que no sepan hacer célculos aritméti-
cos». Admitié que el nuevo plan habia fracasado en relacio-
nar las matematicas con el mundo real y que se habia igno-
rado todo principio pedagégico. A causa del excesivo acento
puesto en ramas esotéricas de las matematicas a expensas
de las fundamentales, y a causa de la precipitada introduc-
cién de las nuevas matematicas en las escuelas primarias,
el profesor Beberman temia que se estuviese fraguando «un
gran escandalo nacional».

A partir de éstas y otras muchas indicaciones, est4 claro
que el profesor Beberman no estaba satisfecho con el tra-
bajo de su grupo, y durante el invierno de 1971-72 fue a
Inglaterra para estudiar nuevos planes experimentales que
alli se estaban confeccionando. Desgraciadamente, el profe-
sor Beberman muri6é poco después de llegar a Inglaterra.
Cabe preguntarse qué hara el grupo de Illinois sin su dina-
mico director.

La evidencia mas clara de que el plan moderno, tal ¥y
como se expuso a principios de los afios sesenta, no es satis-
factorio, se encuentra en algunas afirmaciones del profesor
Begle. En numerosos discursos el profesor Begle ha admi-
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do que el plan del SMSG ha minimizado la adquisicién de
cnicas y ha fracasado en la presentacién de las relaciones
e unen las matemadticas con los temas conexos. En una
rta abierta (que apareci6 en The Mathematics Teacher en
de 1966 y en Science en febrero de 1966) anuncié su
fencién de preparar un plan totalmente nuevo para los
os séptimo a duodécimo. En esta carta afirma que la
na asesora del SMSG «cree que se necesitan una plani-
i6n y una experimentacién mas amplias, a las que se
eberfa dar ya comienzo. Esto debe hacerse para impedir
e los temas actuales se fosilicen en una nueva ortodoxia
exigiria otra revolucién dentro de unos afios».

Pero si el trabajo realizado entre 1958 y 1966 fuera real-
ente valido, ¢por qué deberia preocuparnos que el plan
¢ fosilizase o la necesidad de una nueva revolucién? Lo
ds parecido a una respuesta que se puede encontrar en
acarta del doctor Begle es que el nuevo plan «debe res-
onder al creciente requerimiento de las mateméaticas en
uestra sociedad».

En 1966 fue designado un comité para proyectar la re-
accién de un nuevo plan. Hacia 1972 estaba acabada la
evision relacionada con la primera etapa de la ensenanza
daria.

También se esbozé una versién especial para alumnos
on resultados bajos y un curso de décimo grado que ser-
irfa de paso a los temas de los antiguos grados once y doce
del SMSG. En el SMSG Newletter de febrero de 1972, el
rofesor Begle describia este programa. Aunque el conte-
ido del nuevo plan para la primera etapa de ensefianza
ecundaria difiere algo de los temas anteriores, las carac-
erfsticas principales no eran esencialmente diferentes. Por
jemplo, «...la estructura sigue siendo claramente uno de
s temas unificadores». Ademas, no se introdujeron cam-
bios en el plan de la escuela primaria ni en en los antiguos
emas de los grados diez, once y doce.

El programa proyectado en 1966 no sera completado.
Se sabe en circulos profesionales que ni el profesor Begle
i sus patrocinadores quedaron satisfechos con la revision
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parcial. La ayuda financiera ha sido retirada y el SMSG se
ha dispersado.

Ademds de las pruebas presentadas hasta ahora y de las
criticas hechas en los capitulos precedentes, los argumentos
contra las nuevas matematicas estdn respaldados por los
juicios de hombres de los que tenemos todas las razones
para creer que son imparciales. Numerosos articulos criti-
cos han aparecido en revistas profesionales tales como The
Mathematics Teacher. No hay duda de que muchos més
profesores, a quienes les gustaria expresar su desaprobacién
por las matematicas modernas, no lo hacen porque esto

podria molestar a sus directores, jefes de estudio o ins-

pectores.

Querria mencionar una critica en particular. Algunos
profesores de college (el autor entre ellos) se reunieron y
redactaron una protesta contra el movimiento, y pidieron
a otros mateméticos que la respaldaran. Se habrian podido
obtener centenares de firmas, pero, puesto que se trataba
de mostrar la existencia de una oposicién significativa, se
decidié pedir unas setenta y cinco firmas de mateméticos
experimentados y en activo. El documento, titulado «On the
Mathematics Curriculum of the High School», fue publicado
en The Mathematics Teacher y en el American Mathematical
Monthly en marzo de 1962. Su lectura merece la pena y lo
reproducimos a continuacién.

SOBRE EL PLAN DE MATEMATICAS DE ENSENANZA SECUNDARIA

El presente documento ha sido elaborado por varios de los
firmantes y enviado a 75 mateméticos de Estados Unidos y
Canada. No se ha hecho ningtn intento para conseguir gran
numero de firmas entre todos los matematicos. Antes bien,
el objetivo ha sido obtener un ntimero modesto de firmas de
hombres matemdticamente competentes, con conocimientos y
experiencia, y de diversas localidades geogréficas. Algunos de
los firmantes, cuyo apoyo es realmente bien venido, ofrecieron
sus nombres cuando tuvieron noticias del documento a través
de algin colega.
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Los matematicos de este pafs cuentan ahora con un clima
mis favorable para el desarrollo y la introduccién de mejoras
en la ensefianza de la matematica. Varios grupos han advertido
la oportunidad y estan trabajando duramente y con las mejores
intenciones para aprovecharla.

Serfa una tragedia, sin embargo, que la reforma del plan
fuese mal encaminada y se perdiera esta preciosa oportunidad.
Desafortunadamente existen factores y fuerzas en la situacién
actual que nos pueden desorientar. Los matemaéticos, reaccio-
nando frente al control de la educacién por los educadores pro-
fesionales, quienes quizd han hecho hincapié en la pedagogia
a expensas del contenido, pueden ahora acentuar el contenido
a expensas de la pedagogia de forma igualmente estéril. Los

- mateméticos pueden suponer inconscientemente que a todos los

jovenes les interesa lo mismo que a los matemdticos o que

los tnicos estudiantes dignos de atencién son los que pueden

conventirse en matemdticos profesionales. La necesidad de hoy
dia de aprender muchas mas matematicas que en el pasado
puede llevarnos a buscar atajos que, sin embargo, podrian ser
més dafiinos que beneficiosos.

En vista de los posibles peligros, podria ser ttil formular
los que nos parecen principios fundamentales y lineas practicas
a seguir.

1. Para quién. El plan de matematicas de bachillerato debe-
ria satisfacer las necesidades de todos los alumnos: contribuir
a la formacién cultural del estudiante en general y ofrecer pre-
paracién profesional a quienes usardn mas tarde las matema-
ticas, es decir, a los ingenieros y cientificos, teniendo en cuenta
a la vez las ciencias fisicas, que son la base de nuestra civiliza-
cién tecnoldgica, y las ciencias sociales, que pueden hacer pro-
gresivamente mayor uso de las matematicas en el futuro. Res-
pondiendo también a las necesidades de los otros estudiantes,
el plan puede incluir los temas mas esenciales para los futuros
matemadticos. Sin embargo, explicar a todos los estudiantes te-
mas que sélo pueden interesar a la minoria de los futuros ma-
tematicos es un despilfarro vy significa ignorar las necesidades
de la comunidad cientifica y de toda la sociedad.

2. Saber es hacer. En mateméaticas un conocimiento valioso
no supone nunca posesién de informacion, sino «saber hacer».
Saber matemadticas significa poder hacer matemaéticas: usar el
lenguaje matematico con alguna fluidez, hacer problemas, cri-
ticar argumentos, buscar demostraciones y, lo que puede ser
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mds importante, reconocer un concepto matematico en una
situacién concreta o extraerlo de ella.

Por tanto, introducir nuevos conceptos sin un fondo sufi-
ciente de hechos concretos, introducir conceptos unificadores
cuando no hay experiencia que unificar, o machacar constante-
mente en los conceptos introducidos sin aplicaciones concretas
que estimulen a los estudiantes es peor que inttil: la forma-
lizacién prematura puede llevar a la esterilidad; la introduccién

prematura de abstracciones encuentra resistencia especialmen-.

te en las mentes criticas, que, antes de aceptar una abstraccién,
qujeren saber por qué es importante y cémo podria usarse.

3. Las matemdticas y la ciencia. En su significado cultural,
tanto como en su uso practico, las matematicas estan conectadas

i a las otras ciencias y las otras ciencias estdn conectadas con

las matematicas, que es su lenguaje y su instrumento esencial.
Las matemdticas separadas de las otras ciencias pierde una

b
. de sus més importantes fuentes de interés y motivacién.

4. La interpretacion inductiva y las demostraciones forma-
les. El pensamiento matematico no es tan sélo razonamiento

.+ deductivo; no consiste simplemente en demostraciones forma-
#1 les. El proceso mental que sugiere que se debe demostrar y cémo
3 demostrarlo es una parte del pensamiento matematico, tanto

como la demostracién que eventualmente resulta de él. La ex-

! traccién del concepto apropiado de una situacién concreta, la

generalizacién a partir de los casos observados, los argumentos
inductivos, los argumentos por analogia y los ejemplos intui-

) tivos para una conjetura imprevista son modos matematicos
, de pensamiento. De hecho, sin alguna experiencia en tales pro-

cesos «informales» de pensamiento, el estudiante no puede com-

« prender el verdadero papel de la demostracién formal y rigu-

rosa, que tan bien describi6 Hadamard: «El objeto del rigor
matemdtico es confirmar y legitimar las conquistas de la intui-
cién, y nunca ha tenido otra finalidad.»

Hay varios niveles de rigor. El estudiante deberia aprender
a comprender, buscar y criticar las demostraciones al nivel co-
rrespondiente a su experiencia y formacién. Si se le empuja
prematuramente a un nivel demasiado formal, puede desani-
marse y hastiarse. Ademads, la necesidad de rigor puede adver-
tirse mucho mejor en ejemplos en que las demostraciones
presentan dificultades reales que en trivialidades nimias o
inacabables.

5. El método genético. «<Es muy util para los estudiantes
de cualquier tema leer los articulos originales sobre el tema;
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la ciencia se asimila siempre md4s completamente en su etapa
de formacién», escribié James Clerk Maxwell. Ha habido algu-
nos profesores, tales como Ernst Mach, que para exponer una
idea se referfan a su génesis y reconstruian su formacién his-
térica. Esto puede sugerir un principio general: el mejor camino
para guiar el desarrollo mental de un individuo es reconstruir
el desarrollo mental de la raza; recordar sus lineas generales,
naturalmente, y no los miles de errores de detalle.

El principio genético puede protegernos de una confusién
comun: Si A es légicamente anterior a B en cierto sistema, B
puede, sin embargo, preceder a A en la ensefianza, especialmente
si B ha precedido a A en la historia. En conjunto, cabe esperar
mayores éxitos siguiendo las sugerencias del principio genético
que la interpretacién puramente formal de las matematicas.

6. Las matemdticas «tradicionales». La ensefianza de las
matemadticas en la ensefianza primaria y secundaria est4 retra-
sada con respecto a los requerimientos de la actualidad, y ne-
cesita mejoras esenciales: sin ningin género de dudas suscri-
bimos esta opinién casi universalmente aceptada. Sin embargo,
deberia examinarse cuidadosamente la extendida opinién de que
los temas que se ensefian en las escuelas secundarias han queda-
do sobrepasados, sin aceptarla literalmente. El algebra elemen-
tal, la geometria plana y de sélidos, la trigonometria, la geome-
tria analitica y el célculo infinitesimal son aun fundamentales,
como lo fueron hace cincuenta o cien afios: los futuros usuarios
de las matematicas deben aprender todos estos temas si se estan
preparando para ser matematicos, fisicos, cientificos sociales o
ingenieros, y todos estos temas pueden ofrecer valores cultura-
les a los estudiantes en general. El plan tradicional de ense-
fianza secundaria inclufa en alguna medida todos estos temas,
excepto el cédlculo infinitesimal; quitar alguno de ellos seria
desastroso.

Lo que estd mal en el actual plan de ensefianza secundaria
no son tanto los temas que se tratan como el aislamiento de
las matematicas de los otros dominios del conocimiento y la
investigacién, especialmente de las ciencias fisicas, y el aisla-
miento de los distintos temas entre si; incluso las técnicas vy
los teoremas dentro de un mismo tema aparecen aislados, como
trucos inconexos, para el estudiante, a quien se deja en la
oscuridad acerca del origen y el propésito de las manipulaciones
y hechos que se supone debe aprender de memoria. Y asi, des-
graciadamente, a menudo sucede que la materia explicada apa-
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rece como inutil y aburrida, excepto quiza para los pocos futu-

ros matematicos que puedan persistir a pesar del plan.

7. Las matemdticas «modernas». En vista de la falta de

conexion entre las varias partes del plan actual, los grupos que
trabajan en el nuevo plan harian bien en buscar introducir con-
ceptos generales unificadores. Pensamos también que el uso
juicioso de los conjuntos y del lenguaje y de los conceptos del
algebra abstracta pueden dar mas coherencia y unidad al plan
de ensefianza secundaria. Sin embargo, el espiritu de la mate-
matica moderna no se aprende repitiendo simplemente su ter-
minologia. De acuerdo con nuestros principios, querriamos que
la introduccién de los nuevos términos y conceptos fuera pre-
cedida de una suficiente preparacién concreta y seguida de apli-
caciones reales estimulantes y no de cuestiones superficiales y
sin sentido: es preciso justificar la introduccién de nuevos con-
ceptos y mostrar sus aplicaciones si se quiere convencer a un
chico inteligente de que estos conceptos merecen atencién.

No podemos entrar aqui en andlisis detallados del nuevo
plan propuesto, pero no podemos dejar de decidir que, juzgin-
dolo en base a las lineas principales establecidas antes (pun-
tos 1-5), encontramos aspectos con los que no podemos estar
de acuerdo.

Naturalmente, no todos los matematicos tienen la misma
opinién. Las matemdticas tienen muchos aspectos. Pueden ser
consideradas como un instrumento para comprender nuestro
mundo: se supone que para Arquimedes y Newton las mate-
maticas cumplian esta funcién. Las mateméticas también pue-
den considerarse como un juego con reglas arbitrarias en el
que lo principal es sujetarse a las reglas del juego: tal visién
puede considerarse adecuada para algunos problemas de fun-
damentos. Existen otros aspectos de las matematicas, y los ma-
tematicos profesionales pueden dedicarse a cualquiera de ellos.
Pero en el terreno de la ensenanza, la eleccién no es una simple
cuestion de gusto. Podemos esperar que un chico inteligente
quiera explorar el mundo que le rodea pero no podemos espe-
rar que aprenda reglas arbitrarias: ¢por qué éstas y no otras?

De todos modos, deseamos fervientemente mucho éxito a
quicnes trabajan en el nuevo plan. Deseamos especialmente que
el nuevo plan refleje mas la conexién entre las matematicas y
la ciencia, que preste cuidadosa atencién a la distincién entre
cuestiones légicamente prioritarias y cuestiones que deberian
tener prioridad en la ensefianza. S6lo en esta linea podemos
esperar que los valores bdsicos de las matematicas, su signi-
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ficado, sus objetivos y su utilidad reales resulten accesibles a
todos los estudiantes, incluso, naturalmente, a los futuros ma-
tematicos. La «extendida preocupacién por la tendencia a un
excesivo énfasis en la abstraccién dentro de la cnsefianza de
las matematicas para ingenieros»!, de la que se ha hablado
recientemente, apunta en la misma direccién.

Lars V. Ahlfors (Universidad de Harvard), Harold M. Bacop
(Universidad de Stanford), Clifford Bell (Universidad de pah-
fornia, Los Angeles), Richard E. Bellman (Rand Corporation),
Lipman Bers (Universidad de Nueva York), Garret Birkhoff
(Universidad de Harvard), P P. Boas (Universidad del Noroes-
te), Alfred T. Brauer (Universidad de Carolina del Norte),
Jack R. Britton (Universidad de Colorado), R. C. Buck (Univer-
sidad de Wisconsin), George F. Carrier (Universidad de Har-
vard), Hirsh Cohen (IBM), Richard Courant (Universidad de
Nueva York), H. S. M. Coxeter (Universidad de Toronto), Dan
T. Dawson (Universidad de Stanford), Avron Douglis (Universi-
dad de Maryland), Arthur Erdelyi (Instituto de Tecnologia. de
California), Walter Freiberg (Brown University), K. O. Friedrichs
(Universidad de Nueva York), Paul R. Garabedian (Universidad
de Nueva York), David Gilbarg (Universidad de Stanford),
Sydney Goldstein (Universidad de Harvard), Herman Goldstine
(IBM), Herbert Greenberg (IBM), John D. Hancock (Alameda
State College), Charles A. Hutchinson (Universidad de Col.ora-
do), Mark Kac (Instituto Rockefeller), Wilfred Kaplan (Univer-
sidad de Michigan), Aubrey J. Kempner (Universidad de quo-
rado), Lucien B. Kinney (Universidad de Stanford), Mor.ris K.hne
(Universidad de Nueva York), Ignace I. Kolodner (Umver.sxdad
de Nuevo México), Rudolph E. Langer (Universidad de Wiscon-
sin), C. M. Larsen (San Jose State College), Peter D. Lax (Uni-
versidad de Nueva York), Walter Leighton (Western Reserve
University), Norman Levison (Instituto de Tecnologia de Mas-
sachusetts), Hans Lewy (Universidad de California, Berkeley),
W. Robert Mann (Universidad de Carolina del Norte), M. H.
Martin (Universidad de Maryland), Deane Montgomery (Ins-
titute for Advanced Study), Marston Morse (Institute for Ad-
vanced Study), Zeev Nehari (Carnegie Institute of Technology),
Jerzy Neymén (Universidad de California, Berkeley), Frederick
V. Pohle (Adelphi College), H. O. Pollak (Bell Telephone Labo-

1 First Summer Study Group in Theoretical and Applied Mechanics
Curricula, Boulder, Colorado, junio 1961.
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ratories), George Polya (Universidad de Stanford), Hillel Porits]
(General Electric Co.), William Prager (Brown Universi
Murray H. Protter (Universidad de California, Berkeley), Tib
Rado (Universidad de Ohio), Warwick W. Sawyer (Wesley
University), Max M. Schiffer (Universidad de Stanford), J
B. Serrin (Universidad de Minnesota), Lehi T. Smith (Uni
dad de Arizona), I. S. Sokolnikoff (Universidad de Californi
Los Angeles), Eli Sternberg (Brown University), J. J. Stoke
(Universidad de Nueva York), A. H. Taub (Universidad de IlI
nois), Clifford E. Truesdell (Universidad John Hopkins), R. |
Walker (Institute for Defense Analyses y Universidad Cornell)
Wolfgang Wasow (Universidad de Wisconsin), André Weil (Ins

titute for Advanced Study), Alexander Wittenberg (Universida
Laval).

10. LA VERDADERA JUSTIFICACION DE LAS NUEVAS
MATEMATICAS

«Un wmatemdtico moderno preferiria caracterizar
positivamente su campo como el estudio de siste-
mas generales abstractos, cada uno de los cuales se
construye ‘con elementos abstractos especificos y
estd estructurado por la presencia de relaciones ar-
bitrarias pero inequivocas entre ellos.»

Marshall H. Stone

En vista de los defectos del programa de matematicas
modernas y de su fracaso en remediar los defectos del plan
tradicional, ¢por qué se creé y se promocioné el programa
de mateméticas modernas? Es mas, puesto que la proclama-
da superioridad de este programa no estaba suficientemente
apoyada por su contenido u otros argumentos, ¢qué justi-
fica su aceptacién?

Para comprender por qué se establecié el plan de mate-
maticas modernas, y no otra versién maés acertada, es nece-
sario sefialar primero cudles son los intereses de los mate-
maticos modernos. No hay duda de que hasta el final del
siglo x1x la principal preocupacién de los grandes matema-
ticos era comprender el funcionamiento de la naturaleza.
No necesitamos recurrir a la historia porque esto es algo
que no se discute. Las matematicas eran consideradas como
una de las ciencias y durante los siglos xvi1, xvii y la mayor
parte del XI1X raramente se sefiala la distincién entre mate-
méticas y ciencia tedrica. De hecho, muchos de los hombres
que han sido considerados como los mateméticos mas im-
portantes del pasado hicieron un trabajo mas sobresaliente

‘
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en astronomia, mecanica, hidrodinamica, elasticidad, elec-
tricidad y magnetismo. Las matematicas fueron simultanea-
mente la reina y la criada de las ciencias.

Estos hombres no vacilaban en buscar aplicaciones prac-
ticas para los conocimientos cientificos que ellos y otros
habian acumulado. Newton estudié el movimiento de la
luna para ayudar a los marinos a determinar su posicion
en el mar. Euler estudié el disefio de barcos veleros e hizo
mapas y escribié un texto basico de artillerfa. Descartes
disefi¢ lentes para mejorar el telescopio y el microscopio.
Gauss no sélo levanté el cuerpo del electoredo de Hanno-
ver, sino que trabajé para mejorar el telégrafo eléctrico
y la medida del magnetismo. Estos pocos ejemplos pueden
multiplicarse cien veces. Casi todos estos hombres no sélo
veian la utilidad potencial del conocimiento cientifico que
estaban ayudando a acumular, sino que estaban volcados
en la aplicacion de este conocimiento.

Sin embargo, la mayor parte de los matematicos de los
ultimos cien afios se han separado de la ciencia. No conocen
la ciencia y, lo que es mas, no estan ya preocupados por
la utilizacién de los conocimientos matematicos. Es verdad
que algunos, conscientes de la noble tradicién que motivé
la investigacién matematica en el pasado y que justifico
el honor reconocido a hombres como Newton y Gauss, aun
reivindican el potencial valor cientifico de su trabajo mate-
matico. Hablan de la creacién de modelos para la ciencia.
Pero en realidad no estan interesados en este objetivo. De
hecho, la mayor parte de los profesores de matematicas
modernas no pueden crear modelos, puesto que no entien-
den de ciencia. Intentan brillar con el reflejo de la luz de
los grandes matemadticos del pasado e incluso buscan apoyo
para sus investigaciones citando los logros de sus predece-
sores. Las matematicas se han cerrado sobre si mismas,
se alimentan de si mismas, y es muy improbable, si pode-
mos juzgar por lo que sucedié en el pasado, que la mayor
parte de la investigacién matematica moderna contribuya
al avance de la ciencia. Cuando se enfrentan con esta acusa-
cién, los matematicos no se atreven a negarla, sino que
defienden sus creaciones en base a que son bellas. No vamos
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a discutir aqui si lo son realmente. Lo importante es que se
utiliza la belleza para justificar el trabajo.

Otra caracteristica de la actividad matematica actual
es la gran especializacién. Las matematicas se han exten-
dido enormemente, como la ciencia, y la mayor parte de los
matematicos estan casi obligados a concentrarse en &reas
limitadas para mantenerse al corriente de las creaciones de
otra gente y producir nuevos resultados propios. No hay
que decir que la educacion de los nuevos matemaéticos, a
cargo de profesores que son a su vez especialistas en cam-
pos concretos, sigue el mismo curso. Los candidatos a doc-
tores se ven obligados a meterse en oscuros rincones para
producir tesis satisfactorias. Ya no tienen una amplia edu-
caciéon matemadtica, y mucho menos cientifica.

El énfasis en el campo propio de las matemaéticas y en
la especializacién es particularmente fuerte en los Estados
Unidos. La razén principal es que en este pais la investiga-
cién es un fenémeno relativamente nuevo, y los profesores
americanos ansiosos de brillar y de educar a estudiantes que
brillen, se especializan con la intenciéon de obtener resulta-
dos rapidamente. El trabajo matematico clasico, poseedor
de objetivos cientificos, exige una amplia formacién, porque
los temas que trata han sido explorados durante varios
cientos de anos. Consecuentemente, s6lo un pequefio por-
centaje de matematicos, a los que frecuentemente se eti-
queta como matematicos aplicados, continuan intentando
alcanzar los objetivos tradicionales. La mayor parte se han
pasado a los problemas puramente matematicos y a la for-
malizacién, axiomatizacion y generalizaciéon de lo que ya
es conocido. Tales tareas son mucho mas faciles.

El famoso fisico-matematico John L. Synge se lamen-
taba ya en 1944 de la ruptura entre las matematicas y la
ciencia.

La mayor parte de los matematicos trabajan (hoy) con ideas
que, segun opinién general, pertenecen de forma definida a las
matematicas. Forman una cofradia cerrada. Los iniciados re-
nuncian a las cosas de este mundo y generalmente cumplen
su voto. Sélo unos pocos matematicos se aventuran fuera de
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Aunque desde 1900 se han producido varios cambios impor-
ntes en nuestra concepcion de las matematicas o en nuestra
sion de ellas, lo que verdaderamente implica una revolucién
las ideas es el descubrimiento de que las mateméticas son
mpletamente independientes del mundo fisico. Dicho con mas
recision: vemos ahora que las mateméticas no tienen necesa-
amente otras conexiones con el mundo fisico que las vagas
nistificadoras implicitas en la afirmacién de que el pensa-
ento tiene lugar en el cerebro... Cuando dejemos de compa-
las mateméticas de hoy con las mateméticas de fines del
lo XIX, nos asombraremos al advertir cuan rdpidamente ha

casa buscando sustento matematico en problemas surgidos d
rectamente de otros campos de la ciencia. En 1744 6 1844 c:
todos los matematicos pertenecian a esta segunda clase. E
1944 forman una fraccién tan pequefia que €s necesario rec
dar a la mayoria la existencia de la minorfa y explicar sus pus
tos de vista. _

La minoria no quiere ser etiquetada como «fisicos» o «inge
nieros» por estar siguiendo una tradicién matemadtica que se h
extendido durante mas de veinte siglos e incluye nombres com
los de FEuclides, Arquimedes, Newton, Lagrange, Hamiltor

Gauss o Poincaré. La minoria no pretende despreciar de ninguné do en cantidad y en complejidad nuestro conocimiento ma-
forma el trabajo de la mayoria, pero teme que una r{latemé 2 tico, pero tampoco dejaremos de observar que este des-
que se alimente sélo de si misma acabard con el tiempo po ollo ha estado estrechamente relacionado con el énfasis en
agotar su interés... Aparte de que el estudio de la naturale ‘abstraccién y con un creciente interés por la percepcién y
ha suscitado (y con toda probabilidad continuara suscitando alisis de modelos mateméticos amplios. También comprende-
problemas mucho mas dificiles que los planteados por los ma mos que la tendencia a la abstraccién debe continuar inevi-
teméticos dentro del circulo de sus propias ideas... blemente, reforzada por el éxito que ya ha alcanzado. Siguien-

La ciencia est4 en el presente més activa que lo hubiera es esta tendencia y prestando cada vez mayor atencién a discu-
tado nunca antes. No hay signos evidentes de decadencia. S6l ones y estudios de modelos abstractos, los matematicos han
los mas observadores se han dado cuenta que el vigilante h mado progresivamente conciencia de la antitesis fundamen-
abandonado su deber. No se ha ido a dormir. Est4 trabajande | entre Ios_ aspectos estructurales de las matematicas y el
mas que nunca, pero solamente para si mismo... pecto  estrictamente 'mampulat'ivo que tan _fre;uentemente

El cambio y la muerte son tan inevitables en el mundo de Jperece tener suprema importancia en sus aplicaciones y que
las ideas como lo son en los asuntos humanos. Ciertamente ; a.menudo es la principal preocupacién del profesor de ma-
no es propio de un verdadero amante de las matematicas fing txcas... - 4 - ; n
que no existen cuando sobrevienen. Es imposible estimular a jPn matematico moderno preferirfa caracterizar positiva-
ficialmente las fuentes profundas del interés intelectual. Si n tedsu caméaolcomo 181 estudio de sistemas generales abstrac-
hay algo que retenga nuestra imaginacién, no hay nada que ,,c?f_a uno de :S cuales se construye con elem.entos abstractos
hacer. Si los matematicos han perdido realmente su antigug JSPECILICOS y esta estructurado por la presencia de relaciones
toque universal —si, de hecho, ven con mas certeza la mano lbitrarias pero inequivocas entre ellos. Entenderia por estudio
de Dios en los refinamientos de una precisa légica que en los

tales sistemas mateméticos no sélo el examen de las propie-
movimientos de las estrellas—, entonces cualquier tenta il SLCRGR (6 B SRR TRCCuales Sino bl le
para atraerlos de muevo & SUE VICJAS QUErEnTas 59 s6lo 35 Jlendria que ni estos sistemas ni los medios dados por la légica
inatil, sino que seria una negacién del derecho de los individuos gra estudiar sus propiedades estructurales tienen ninguna co-
a la libertad intelectual. gxién directa, inmediata o necesaria con el mundo fisico.

.. En realidad, es evidente que las mateméticas pueden
quipararse a un juego —o, mas bien, a una infinidad de jue-
5— en el que las piezas y los movimientos no tienen signifi-
ido intrinseco, y el interés principal reside en.percibir y uti-
ar los modelos de juego permitidos por las reglas. Cuando
emos desde esta perspectiva las matemaéticas, las cuestiones

En vez de fingir interés por la utilidad de su trabajo
algunos matematicos enarbolan una nueva declaracién de
independencia. El profesor Marshall H. Stone, estando en
la Universidad de Chicago, decidié tomar el toro por los
cuernos en su articulo «The Revolution in Mathematicss.
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anteriores suscitan el problema de determinar si es o no posible
reducir estos juegos a un procedimiento automdtico prescrito
que no deje lugar al raciocinio o la inspiracién.

Los puntos de vista expresados por Stone y otros no
han dejado de suscitar oposicién. Richard Courant, antiguo
director del departamento de matematicas de la Universidad
de Gotinga, que durante el periodo prehitleriano fue el cen-
tro del mundo de las matematicas, y posterior director del
Courant Institute de Ciencias Matematicas de la Universidad
de Nueva York, replicé a Stone (véase la referencia a Ca-
rrier en la bibliografia):

Muchos de ustedes han visto en el ultimo niimero del Ame-
rican Mathematical Monthly [octubre de 19617 un articulo que
tiene particular importancia para nuestro presente programa
de discusiones. El articulo (del profesor Marshall Stone) habla
de «La revolucién en las matemAticas»; afirma que vivimos
en una era de grandes éxitos matematicos, que deja atrds todo
lo hecho desde la antigiiedad hasta ahora. El triunfo de la «ma-
tematica moderna» se atribuye a un principio fundamental: la
abstraccién y el consciente abandono por las mateméticas de
la fisica y otros contenidos. Asi, la mente matematica, libre de
lastres, puede remontarse a las alturas desde las que puede
ser perfectamente observada y dominada la realidad a ras de
tierra.

No quiero deformar o minimizar las afirmaciones y las con-
clusiones pedagégicas del distinguido autor. Pero como llamada,
como tentativa para establecer una linea de investigacién vy,
ante todo, de ensehanza, el articulo parece ser una sefal de
peligro, y necesitar ciertamente algunos matices. El peligro de
los estusiastas de la abstracciéon procede de que esta moda no
defiende sinsentidos, sino simplemente promueve una media
verdad. No se debe permitir que las medias verdades urilatera-
les borren los aspectos vitales de una verdad completa y equi-
librada.

Ciertamente, el pensamiento matematico actia por abstrac-
cién, las ideas matemdticas necesitan progresivos refinamientos
abstractos, axiomatizacién, cristalizacion. Es cierto que cuando
se alcanza un nivel mas alto de comprensién estructural, se
hacen posibles importantes simplificaciones. Ciertamente es
verdad —y esto ha sido claramente resaltado durante largo
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tiempo— que las dificultades bésicas en mateméaticas desapa-
recen si se prescinde del prejuicio metafisico de ver en los
conceptos matemdticos descripciones de una realidad en algun
modo sustantiva.

Sin embargo, la sangre vital de nuestra ciencia procede de
sus raices; estas raices se extienden en ramificaciones sin fin,
profundizando en lo que se puede llamar la realidad, si es que
la «realidad» son la mecanica, la fisica, las formas biolégicas,
el comportamiento econémico, la geodesia, o en ultimo término
otras ramas de las matematicas que ya entran en el reino de
lo conocido. La abstraccién y la generalizacién no son mas
vitales para las matemaéticas que los fenémenos concretos, Vi
sobre todo, no lo son mas que la intuicién inductiva. Sélo la
sintesis y la interaccién de estas fuerzas pueden mantener a las

- matemdticas vivas y evitar que se sequen convirtiéndose en un

esqueleto muerto. Debemos luchar contra todo intento de lle-
varnos unilateralmente hacia un polo de la antinomia vivir/con-
sumirse.

No debemos aceptar el antiguo y blasfemo sinsentido de
que la justificacién final de la ciencia matematica sea la «gloria
de la mente humana». No debe permitirse que las matematicas

- se dividan en una variedad «pura» y otra «aplicada». Deben

permanecer y fortalecerse como una rama vital unificada en la

~ amplia corriente de la ciencia, y se debe evitar que se convier-

tan en un pequefio arroyo lateral que puede desaparecer en
la arena...

Quiz4 la amenaza méas seria de la unilateralidad hace refe-
rencia a la educacién. Una ensefianza inspirada por profesores
competentes, ampliamente informados es hoy mas que nunca
una necesidad abrumadora para nuestra sociedad. Es verdad
que los planes son importantes, pero las peticiones de reforma

- no deben cubrir las pérdidas de contenido, la propaganda a

favor de una abstraccién carente de interés, el aislamiento de
las matematicas, el abandono del ideal del método socratico
en favor de los métodos del dogmatismo catequético.

De todos modos, un remedio radical y vitalmente necesario
para muchas de las enfermedades de nuestros schools y colleges
seria el que se reconociese que una estrecha interconexién en-
tre matematicas, mecdnica, fisica y otras ciencias es el principio
obligatorio que debe ser vigorosamente abrazado por las nue-
vas generaciones de profesores. Ayudar a tal reforma es una
obligacién solemne de todo cientifico.
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En otra ocasién, en la necrolégica de un matemético muy
conocido, Courant expresé su preocupacioén por el abandono
de la ciencia. «Existe el peligro de que las matematicas apli-
cadas del futuro deban desarrollarlas los fisicos y los inge-
nieros y que los matematicos profesionales importantes no
tengan contacto con los nuevos descubrimientos.»

La tendencia a la abstraccién, a las matematicas por las
matemadticas, llevé al mundialmente renombrado matema-
tico John von Neumann a lanzar una advertencia. En su
articulo «The Mathematician» dijo:

Si una disciplina matematica se aleja de sus fuentes empi-
ricas, o adin mas, si tan sélo se inspira indirectamente en la
«realidad» a través de ideas de segunda o tercera mano, se ve
acosada por muy graves peligros. Se hace cada vez mas esteti-
zante, mas y mas puramente ['art pour lart. Esto puede no ser
malo si el campo estd rodeado de temas correlacionados que
todavia poseen estrechas conexiones empiricas o si la disci-
plina estd bajo la influencia de hombres con un juicio excep-
cionalmente bien desarrollado. Pero hay un grave peligro de
que el tema se desarrolle segtn la linea de minima resistencia,
de que la corriente, al alejarse de su fuente, se divida en una
multitud de ramas insignificantes, y de que la disciplina se
convierta en una masa desorganizada de detalles y minucias.
En otras palabras, a gran distancia de sus fuentes empiricas,
0 tras un largo desarrollo «abstracto», un tema matematico se
ve en peligro de degeneracién. Al comienzo el estilo es normal-
mente cldsico; cuando éste muestra signos de hacerse barroco,
se enciende la luz de peligro.

El eminente matematico, profesor James J. Stoker, de
la Universidad de Nueva York, expresé en 1962 otra pro-
testa:

Es extrafio que en este pafs, que tanto se enorgullece del uso
prictico que hace de todo conocimiento cientifico acumulado
a lo largo de los siglos, las matematicas hayan seguido en los
ultimos cincuenta afios un camino marcadamente abstracto, y
que se haya descuidado mucho mas el aspecto de nuestra cien-
cia en el que la relacién entre matemadticas y mundo fisico
juega un papel mas importante...
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... Observo que el punto de vista abstracto y el descuido,
incluso el desprecio, por aquella clase de matematicas que se
refieren a la realidad, atn representa el tono que prevalece en
las matematicas norteamericanas. El hecho es que los mas im-
portantes cultivadores de la rama de las matematicas en que la
interrelacion con la mecénica y la fisica es una fuerte moti-
vacién son casi todos de la vieja generacion, Yy parecen previ-
sibles escasos relevos. En mi opinidn, esto no es conveniente,
ni para nuestra ciencia nj para la prosperidad de este pais.

‘Ademds, observo que existen importantes fuerzas que tienden

a perpetuar esta situacién propagando la nocién de que la inter-
pretacion fuertemente abstracta es el mejor camino para ense-
fiar matemdéticas a los nifios en las escuelas primarias. Me
parece que esta actitud ignora la psicologia humana y razona
al revés: ignora el hecho histérico de que el progreso en ma-
temdticas siempre ha venido ligado a la formulacion de abstrac.
ciones apropiadas y verdaderamente vdlidas, con base en una
prolongada experiencia de caracter muy concreto, e ignora tam-
bién la correspondiente y muy verosimil conclusién de que éste
es también el camino que sigue la mente de la mayor parte
de la gente.

No debe pensarse que ni YO ni otros colegas que comparten
mi actitud nos sentimos en oposicién a aquellos mateméaticos
que han elegido seguir su trabajo de manera tan abstracta como

_ellos creen conveniente y provechoso. Nuestro punto de vista

€s que para la salud de nuestra ciencia es vital que el contacto
con el mundo fisico se preserve y se cultive, no simplemente
por los evidentes resultados préacticos que inevitablemente resul-
tan de tal trabajo, sino porque toda la historia de las matema-
ticas muestra que tales preocupaciones tienen un efecto estabi-
lizador, vitalizador y fructifero en nuestra ciencia.

El peligro para las matematicas de romper con las cien-
cias ha sido subrayado por muchas otras personas. El im-
portante matematico americano George D. Birkhoff, pro-
fesor de matematicas en la Universidad de Harvard, dijo
yaen 1943: «Seran probablemente los nuevos descubrimien-
tos matemadticos inspirados por la fisica los que tendran
mayor importancia, pues, desde el principio, la naturaleza
ha marcado el camino y establecido el modelo que deben
seguir las matematicas, el lenguaje de la naturaleza.
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Al argumento de que las matematicas son ahora poten-
cialmente mas poderosas para la ciencia porque son libres'
de seguir su propio curso, los «matematicos aplicados» re-
plican con la evidencia de la historia. Todas las aplicacio-
nes de las matematicas a la ciencia vinieron de ideas ma-
tematicas inspiradas por la ciencia. Ningin matemdtico ha
producido ideas utiles para la ciencia desde una torre de
marfil. Es verdad que las ideas inspiradas por la ciencia.
han encontrado después inesperadas aplicaciones, pero las
ideas iniciales eran solidas por proceder de verdaderos proy
blemas fisicos. En el articulo ya mencionado Synge tam-g
bién sefialaba este punio:

matematicos, no es sorprendente que piensen que esto
lo que se deberia ensefiar a los jovenes. Cuando se les
de ayuda en la preparacion del plan, estos profesores de
college, competentes o incompetentes, s6lo pueden suge-
los estrechos y especializados temas abstractos con los
que estan familiarizados, o haciendo alguna concesi6n al
ivel elemental de la instruccion, versiones aguadas o abre-
viadas de los planteamientos mas sofisticados de las mate-
‘maticas tradicionales. Este hecho explica en gran parte el
contenido del plan de matematica moderna.
El profesor Stone, cuya caracterizaciéon del moderno
investigador matematico ya hemos citado, no vacilé en de-
cir, en el mismo articulo, que el plan debia ser remodelado
para ensefar esta clase de matematicas. «Es completamente
evidente que estas nuevas intuiciones y avances que en suma
_constituyen una genuina revolucién en matematicas plan-
‘tean dificiles problemas practicos a los educadores. El in-
corporar al plan de matematicas los elementos esenciales
de nuestros nuevos conocimientos matematicos es de por
sf un trabajo bastante considerable, pero la necesidad de
presentar las matematicas al nivel abstracto que han alcan-
‘zado y de reconciliar sus aspectos antitéticos incrementa
~ grandemente las dificultades implicitas en poner la ense-
fianza matematica a la altura que requieren los tiempos...»
Las. consecuencias de que intervengan profesores de uni-
versidad en la reforma del plan son atn mas perjudiciales.
' Se admite que los profesores de college han sido escogidos
principalmente por sus conocimientos de los temas de la
materia y su esfuerzo investigador y no por su habilidad
; s pedagégica. Estando entrenados para la investigacién, estan
tica, el algebra y la topelogia, campos que, en conjunto, es- mal preparados para la ensefianza incluso a nivel de college.
tan muy alejados de la ciencia. Estos hombres ni conocen Los matematicos no son pedagogos. De hecho, unos y otros
la fisica elemental ni tienen ningun deseo de conocerla. son casi conjuntos disjuntos. Estos hombres no com-
Como no tienen idea del papel que han jugado las mate- prenden que los objetivos de la escuela primaria, secunda-
mAticas en la historia, son ignorantes en tanto matematicos " ria e incluso de la educacion universitaria y los intereses
v, desde luego, en tanto seres humanos educados. La mayor 1 y capacidades de los estudiantes a estos niveles tienen poca
parte de los profesores de hoy se dedican a las abstraccio- relacién con la investigacién matematica. Habiéndose con-
nes, las generalizaciones, las estructuras, el rigor y las axio- sagrado como sabios, mediante la adquisicién del grado de
maticas. Puesto que es esto lo que hacen la mayor parte de doctor y teniendo posiblemente una posicién prestigiosa en

La naturaleza suscitard importantes problemas, pero éstos

nunca llegaréan hasta el matemdtico. El puede sentarse en su
torre de marfil esperando al enemigo armado con todo un"
arsenal, pero el enemigo nunca vendrd hacia él. La naturaleza ¥
no presenta problemas va formulados. Deben desenterrarse con =
Fico y pala, y el que no quiera ensuciar sus manos nunca
05 vera.

;Qué relacién existe entre la naturaleza de la actual
investigacién matemética vy la reforma del plan? La cues; y
tién reside en que los portavoces de la reforma han sido
profesores de college. Estos hombres fueron educados en,.
un mundo matematice lmente alejado de los concep-lv
tos que alentaban a los grandes matematicos del pasado: o
Aproximadamente el 80 § 100 de los doctores en matema- 1
.as no solamente son especialistas en un reducido campo;*
estan confinados en rincones de la 16gica matema-

rads

AP
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alguna de las principales universidades, se consideran ex-
pertos en areas en las que de hecho son totalmente igno-
rantes. A pesar de sus fallos pedagégicos cuando ensefan
en su provio nivel y a pesar de que la mayor parte de los
p{"ofesores que participaron en la reforma del plan no ha-
bian estado en una escuela primaria o secundaria desde
sus tiempos de estudiantes, los profesores de matematicas
no vacilaron en cargar sobre si una tarea que exigia una
considerable perspicacia pedagégica. Se podria decir que
fl{eron presuntuosos. Actuaron como si la pedagogia fuese
s6lo un detalle, mientras que si hubieran aprendido real-
mente algo de sus estudios, tendrian que saber que casi
cualquier problema relacionado con los seres humanos es
epormemente complejo. Los problemas de pedagogia son
ciertamente mas dificiles que los problemas de matematicas
pero los profesores tienen una confianza suprema en ellos’
mismos. El problema de la mayor parte de los hombres de
ciencia, como dijo un gracioso, es que la ciencia se les sube
a la cabeza.

El doctor Alvin M. Weinberg, director del Oak Ridge
Nat.lo-nal Laboratory, en su articulo «But Is the Teacher Also
a (?mzen?», criticaba el punto de vista estrechamente pro-
fesional de los matematicos y cientificos. Refiriéndose
a ambos decia:

Asi, nuestra ciencia tiende a hacerse més fragmentada y mas
estljechamente purista, porque los cientificos, bajo la presién
§oc1fal de la comunidad universitaria, tienen poco tiempo 0
11}chnacién a ver lo que estdn haciendo desde otro punto de
vista que no sea el propio. Imponen en los planes elementales
su punto de vista estrechamente disciplinal, que da mas valor
a las fronteras de un campo que a su tradicién, y tratan de
exponer exhaustivamente lo que les parece importante, no lo
que es importante desde una perspectiva méas amplia. Lés cien-
tificos no aprecian las aplicaciones a lo interdisciplinal porque
esto se halla fuera de su propio universo; y de forma natural

y con toda honradez tratan de imponer su estilo y sus criterios
de valor...

Weinberg sefialaba en otro lugar de su articulo cual
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era la tendencia en la nueva ciencia y en los planes de ma-
tematicas.

Pero en la medida en que los nuevos planes han caido en
manos de cientificos universitarios y matematicos de vision
estrechamente purista, €n la medida en que los planes reflejan
una fragmentacion y una abstraccion deplorables, especialmente
en matematicas, en la medida en que los planes niegan la cien-
cia como codificacion en favor de la ciencia como investigacion,
yo los considero peligrosos... Los puristas profesionales, que
representan el espiritu de una universidad fragmentada y orien-
tada a la investigacién, se han hecho con la reforma del plan,
y por su diligencia y agresividad han creado monstruos puristi-
cos. Pero la educacion a nivel elemental en cualquier campo
es demasiado importante para Ser dejada- enteramente en ma-
nos de los profesionales de ese campo, especialmente si estos
profesionales tienen una visién demasiado estrechamente espe-
cializada.

Quizé4 sea innecesario afiadir que los matematicos pro-
fesionales estan tan absorbidos en progresar en sus inves-
tigaciones mateméaticas que se ocupan poco O nada de adqui-
rir conocimicntos sobre la historia o el significado humano
y cultural de su disciplina. Algunos incluso se enorgullecen
de su ignorancia de la ciencia. Unos pocos pueden ser cons-
cientes de los valores mas amplios de las matematicas, pero
no consideran necesario ensefiarlos. Por tanto, los matema-
ticos no estan realmente preparados para presentar la ma-
teria bajo una luz interesante y atraer asi a estudiantes
que muy bien podrian dedicarse 2 ella si las clases fuesen
atractivas. Incluso si estuvieran ansiosos de atraer a los
estudiantes, unos profesores con tantas limitaciones serian
incapaces de hacerlo o de llevar a cabo el esfuerzo necesari
para adquirir los conocimientos adecuados.

El profesor Feynman, cuyo articulo «New Textbooks
for the New Mathematics» ya ha sido citado, también critica
mordazmente que los textos de las nuevas matematicas ha-
yan sido escritos por matematicos puros que no estan inte-
resados en las conexiones de las matematicas con el mundo



150 Morris Kli

real, ni en las matemdticas usadas en la ciencia y en la
ingenieria por no ser en general nuevas, sino antiguas. :

Ninguna de las criticas anteriores pretende negar Iz
buenas intenciones de los profesores de college, pero I
b}lenas intenciones a menudo sélo sirven para pavimentar
ciertos caminos. No obstante, sus errores fueron tan gran-
des que uno no puede menos que preguntarse: «iCd!ﬁ
han podido equivocarse tanto?» En parte ya hemos enume-
rad.o sus errores, pero la cosa no termina aqui. Como pro-
fesionales con un extenso conocimiento de las matematicas,

poseen una cierta comprensién de la materia. Olvidando
que ellos mismos han necesitado afios para lograr ~sta com-

prensién, han creido poderla imbuir de una vez er la mente

de los jovenes. Por otra parte, su interés era for nar futu-

ros matematicos, pero al no tener en cuenta la pedagogia
también han fracasado en este cometido. Se han cefiido
a los aspectos superficiales de las matematicas, a saber,
la forma deductiva de las estructuras ya conocidas, en vez

de hacer énfasis en la formulacién y resolucién de proble-

mas. Los matemdticos profesionales tienen motivos para
proseguir con las matematicas. Pero les falté tener en cuen-
ta que otras personas no ven el sentido de estudiar ma-
tematicas.

Los matematicos profesionales constituyen la « ienaza
mas seria para la vida de las matemdticas. por lo menos en
lo que se refiere a su ensefianza. Se molestan con los estu-
diantes que no se dedican a las matematicas por completo
y se impacientan con los estudiantes que necesitan conven-
cerse de que esta materia merece la pena. Pero las mate-
maticas pueden resultar mortiferas, especialmente porque
los cursos siguen un orden determinado por el propio orden
légico y esto significa mucho trabajo para progresar en
el tema.

Los profesores de mateméticas protesiarian enérgica-
mente si se les pidiese que empleasen ocho afios en la en-
seflanza primaria, tres o cuatro en la secundaria y luego
otro afio en el college estudiando ceramica. Pero no ven
que las matemadticas por las matematicas tienen para los
jévenes menos interés que la ceramica para ellos mismos.
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Los matemaéticos de este siglo estan obsesionados por el
“'rigor. Hay razones histéricas para esta preocupacién. Sin

“lemb.rgo, ya hemos sefialado cudn perjudiciales son las de-

‘mostraciones rigurosas para los estudiantes. ¢Por qué in-

isisten los matematicos en esto? La respuesta es que, por

“ejemplo, partir de un conjunto minimo de axiomas satis-
" face su interés personal. No estan dispuestos a preocuparse

~“de la pedagogia.

Para preparar planes de estudic a cualquier nivel se
“deben conocer los objetivos de la educacion a ese nivel.

. Por ejemplo, es mucho mas importante en los primeros gra-
| dos interesar a los estudiantes en la ensefianza que desarro-

¢llar su habilidad en cualquier materia. Para conocer estos

~objetivos se debe dedicar mucha atencién al problema glo-

2bal de la educacién. Y estos matemdticos ni lo hacen ni lo
“haran. 3
La mayor parte de los mateméaticos no estan interesados
en la psicologia del aprendizaje. Es un tema muy dificil,
mas dificil que las matematicas. ¢Cuédnto pueden aprender
“los jovenes? (se les puede sobornar con caramelos para
que aprendan algo de memoria? ¢Resultan mas féciles las
Clabstracciones para los jévenes? ¢Parccerian los numeros
negativos menos artificiales si se ensciiasen antes? Un pe-

. . dagogo hara todo lo que pueda para aprovechar los resul-

-tados de los psicélogos y aprender también de su propia
experiencia. Los matematicos no se tomaran el trabajo de
aprovechar lo que los psicélogos puedan ofrecer, ni se to
maran la molestia de desarrollar su dominio del arte de
ensenar.

También es facil ver por qué los textos estdn tan pobre-
mente escritos. La escritura de los mateméticos profesiona-
les tiene un estilo propic. Es sucinta, mondétona, simbdlica
y dispersa. La preocupacién principal es la correccién. Pero
los buenos textos deben tener un estilo vivo, atraer el inte-
rés, decir a los estudiantes dénde van y por qué. El escribir
es un arte y los mateméticos no lo cultivan.

Una de las razones basicas de que los matemaéticos fallen
como pedagogos proviene de la naturaleza de la mente ma-
temética. Una de las creencias mds comunes es que los ma-
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tematicos son la encarnacién misma de la inteligencia y que
por tanto siempre pueden actuar sabiamente y obtener la

solucion de todos los problemas. La mayor parte de la gente

lo cree porque les asusta la sola apariencia de los simbolos,
y concluyen que si un hombre puede manejar estos simbo-

los debe ser muy inteligente. Cabria pensar también que

todos los franceses deben ser muy inteligentes desde el mo-
mento en que saben francés. Pero yo me arriesgaria a dis-
tinguir entre la capacidad intelectual de un matematico y
su inteligencia. El matematico tiene la habilidad de hacer
distinciones exactas sobre el significado de las palabras,
tiene la capacidad de aprender y aplicar las leyes de la 16-
gica y la capacidad de retener y comparar un numero de
hechos. Posee lo que yo llamaria una mente racional. Tam-
bién puede ser creador en el terreno de las matematicas.
La inteligencia ciertamente puede incluir estas cualidades
racionales, pero también incluye muchas mas: el discerni-
miento, la capacidad de aprender de la experiencia, la per-
cepcién de los valores, la comprension de los seres humanos
y la capacidad de usar el conocimiento para solucionar los
problemas humanos. Estas ultimas cualidades no las poseen
los mateméticos ni ningtin otro grupo de gente seleccionado
al azar.

Es racional presentar las matematicas l6gicamente, pero
no es acertado. Consideremos la ensefianza del célculo. Sabe-
mos que el célculo se construye sobre la teoria de los
limites y podriamos concluir que el camino para ensefiar
el calculo es empezar con la teoria de los limites. Un hom-
bre inteligente también reflexionaria sobre si los jévenes
podran aprender la teoria de los limites desde un principio
y si querran aprenderla sin motivaciones y aclaraciones
previas.

Sobre una base de pura probabilidad, la inteligencia se
distribuiria entre los matemdticos como entre los aboga-
dos, los médicos, los ingenieros y los hombres de negocios.
Pero un ligero analisis nos puede llevar a dudar de que los
matematicos posean su parte de inteligencia. ¢Qué puede
atraer a la gente hacia las matematicas? Son una cosa sen-
cilla, por comparacién con la economia, la psicologia o la
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fisica. Son un campo estrecho. No hay que tener un amplio
bagaje de conocimientos para hacer matematicas puras.
Ademés, las matematicas per se no tienen nada que ver
con los seres humanos ni con los complejos problemas que
plantea su trato. Como dijo Bertrand Russell, «Distante de
las pasiones humanas, distante incluso de los compasivos
actos de la naturaleza, las generaciones han creado un cos-
mos ordenado en que el pensamiento puro puede explayarse
como en su propia casa y en el que al menos uno de nues-
tros mas nobles impulsos puede escapar de su monétono
exilio en el mundo real». Las mateméticas son adecuadas
para atraer a aquellos que no se sienten capaces de tratar
con la gente, a aquellos que se alejan de los problemas del
mundo y que reconocen incluso conscientemente su incapa-
cidad para tratar con tales problemas. Las matematicas
pueden servir de refugio.

Los matematicos como clase estdn sobrevalorados en
otras cuestiones esenciales. Se tiende a suponer que los
profesores son de condicién superior y que por tanto sélo
abrazaran aquellas causas y movimientos que sean prove-
chosos para la sociedad. Desgraciadamente, en las matema-
ticas también hay oportunistas, chaqueteros, reaccionarios,
gentes ansiosas de prestigio o de poder y rateros. Es triste
leer en la historia de las matematicas que incluso muchos
grandes matemaéticos se rebajaron a presentar como pro-
pios resultados que habian tomado de otros.

Esta valoraciéon de los matemdticos es terriblemente
negativa, pero parece necesario desacreditar la creencia de
que los profesores de matematicas son infalibles y consti-
tuyen un grupo verdaderamente superior.

En vista de su obsesién por el progreso personal me-
diante la investigacién, de su desgana a dedicar tiempo a
los problemas de la pedagogia vy de su desarrollo posible-
mente limitado como seres humanos juiciosos, no es vero-
simil que los profesores de college puedan dirigir el trabajo
de preparacién de los planes de estudio para la ensefianza
primaria y secundaria.

¢Cémo se vieron los profesores de los college envueltos
en la reforma del plan de ensefianza primaria y secunda-
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ria? No hay duda de que en parte se necesitaba su a
Los profesores de ensefianza primaria y secundaria no tien
tiempo suficiente para seguir los avances en matematic
mantenerse al corriente de los nuevos que deberian incl
se en el plan, obtener resultados de las investigacion
sobre el proceso de aprendizaje e incorporarlos a una re
sién a gran escala del plan. Necesitan ser informados
estos asuntos por profesores universitarios, euya funciés
es estar informados en estas areas. Por ello los profeso:
de matematicas fueron llamados a participar en la refo

Hay otro grupo que podia haber sido util en la refo
de! plan. Es el grupo de los educadores. Sin embargo, la
mayor parte di ellos no estaban al dia en matematicas. su-
periores y esta an concentrados en cémo ensefiar las ma
maticas tradicionales. La situacién de estos profesores
expresada horesta v abiertamente por el profesor
Beberman, qu  fue e icador * de mateméticas. En las actas.
de la conferer. ia de 164 del Committee on School Mathema-
tics de la Universidac de Illinois, dedicada al «Papel de las
aplicaciones en el plan de matematicas de la ensefianza se-
cundaria», dijo:

fpwngen qué es lo que pueden aprender los estudiantes de
- ensefianza secundaria. Estas objecciones me parecen absurdas,

.porque ¢quién sabe qué pueden aprender los estudiantes de
_secundaria? Esto es algo que debe experimentarse. Una critica
i;nés seria es que los matemadticos no saben cuiles son las ma-
_ temdticas apropiadas para los estudiantes. No saben qué cosas
_son realmente importantes dentro de las matematicas en lo que
- a la educacién general se refiere. Ahora bien, no sé quién cabe
“suponer que nos pueda aclarar esta cuestién. ¢Deberemos bus-
-#ar gentf: no experta en matematicas para que nos diga qué
Vimatemétlcas son apropiadas? Pienso que éste es un problema

on el que siempre vamos a encontrarnos. Sin embargo, creo
‘que debemos pedir ayuda a los matematicos a este respecto.
__No pienso que nos hayan engafiado demasiado en el pasado.
“Pero pienso que es importante reconocer que hay mucha gente
phora, mas de la que habia hace tres o cuatro afios, que discu-
. ten la suposicién de que los matematicos son los mejores para
consejar qué matemdticas se deben ensefiar en la ensefianza
secundaria.

El pedir consejo a los profesores de mateméticas sobre
'gué temas deben explicarse no es en si mismo un error, y
e hecho, como hemos sefialado, es necesario. Desgraciadé~
mente, los que han participado en el trabajo del plan no
_eran en general los adecuados. Aquellos pocos que todavia
E,trabajaban en las dreas tradicionales de las matematicas, las
_dreas referentes a las matematicas y sus relaciones con las
encias, estaban en los afios sesenta altamente dedicados a
la investigacién de los problemas de ciencias de rapido cre-
miento. Por tanto, los profesores que se sentian libres
. para dedicarse al trabajo del plan eran los dedicados a los
\aspectos mas remotos, abstractos y puros de las matemdti-
cas. Ademdas de su propia unilateralidad, estos hombres,
como generalmente sucede con los profesores de college, no
‘habian tenido experiencia ni contacto con el plan de ense-
W flanza primaria y secundaria. De hecho, habian desdefiado
.este campo en el pasado y por tanto no tenian idea de qué
deberia ensenarse a estos niveles o de cémo piensan los
jovenes. Muchos profesores de dud« - competencia, advir-
‘tiendo que sélo tendrian que trabai .. om matematicas ele-

Mi punto de vista siempre ha sido que yo, personalmente,
tengo muy poca responsabilidad en la seleccién del contenido .
que se pone a prueba experimentalmente. Mi trabajo es deter-
minar qué cosas pueden ensefiarse y qué cosas no pueden ser

" enscfiadas. Asi que si alguien sugiere que se ensefie un tema:
determinado y aun haciendo mi mejor esfuerzo no consigo ense-
farsclo a los chicos, puede que no sea posible ensefiar este
tema: puede. Yo no sé si hacemos dafio a los estudiantes si
cn pri er lugar seleccionamos un buen contenido matematico
v después hacemos nuestros mejores esfuerzos para ensefarlo.
Estov perfectamente satisfecho, como educador, de dedicar
toda mi atencién a encontrar la clase exacta de pedagogia ne-
cesaria para que las idcas matematicas lleguen a los chicos,
pero muchos criticos han sefialado que no cs posible confiar
en los mateméticos para seleccionar el contenido de la ense-

fianza, que, de una forma o de otra, los mateméticos no com-
* Profesor en una School of Education, o escuela de formacién de
profesorado. (N. del T.)
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mentales, se incorporaron encantados a esta tarea en busca
de una actividad que pudiera incrementar su prestigio.

Cabria pensar que la debilidad pedagégica de los profe-
sores de college habria sido compensada por los p}‘ofesores
de secundaria y por los educadores. Estos dos ﬁltlmo_s gru-
pos deberian saber qué se puede ensefiar a los estudpntes
de las escuelas primarias y secundarias y qué puede. intere-
sar a estos jévenes. Pero los profesores de secundaria y lqs
educadores sentian un temor reverencial por los matemét}-
cos. En nuestra sociedad se considera a quien puede escri-
bir un articulo sobre investigacién como una persona de
extraordinaria capacidad. ¢Cémo podrian los m1embr9$
mas humildes de la hermandad dudar de hombres tan dis-
tinguidos y de tan indiscutibles conocimientos? Se puede
decir, sobre la base de lo que ha sucedido, que en cada gru-
po de elaboracién del plan los profesores de college domi-
naron a los educadores y a los profesores de las schools.
Los educadores y los profesores se inclinaron ante Io_s ido-
los sin saber que la mayor parte de ellos tenian los pies de
barro.

Lo sucedido no implica que los intelectuales no deban
ocuparse de los problemas escolares. Ya hemos reconogido
la necesidad de que lo hagan. Pero puede poner de relieve
que los centros escolares deben tener fuerza suficiente para
saber cuando se les ayuda y cuando se les lleva por cami-
nos equivocados. El valor de la ayuda que los centros pue-
den recibir dependera completamente de la competencia de
quienes reciben la ayuda. Ellos deben juzgar la validez de
los consejos recibidos. Dicho de otra manera, los profeso-
res de college pueden ser utilizados como asesores, pero
ciertamente no deben dirigir ni dominar la elaboracién fie
los planes de estudio de ensefianza primaria y secundaria.

Hemos dado cuenta de la orientacién del nuevo plan de
matemdticas, pero esto no explica su aceptacién relativa-
mente amplia. En vista de los multiples defectos de este
plan, cabia pensar que en general seria rechazado por el
pafs. Varios factores explican su adopcién.

Probablemente el factor mas importante es que los gru-
pos del plan estaban organizados y bien financiados. Por
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tanto, estos grupos emprendieron una activa campaiia para
poner el nuevo plan en circulacién. No solamente los direc-
tores, sino también los miembros de los distintos grupos
comenzaron a hablar en favor del nuevo plan en reuniones
de profesores, directores y administradores. Puesto que el
plan tradicional no tenia éxito, esta gente se intereso, por
lo menos, en el nuevo plan. Cuando se les aseguré que ma-
teméticos, educadores y profesores de ensefianza secundaria
habian colaborado en el nuevo plan y estaban de acuerdo
sobre sus méritos, quedaron convencidos.

Ademas de dar conferencias, los grupos del plan publi-
caron informes. El documento ya mencionado, The Revolu-
tion in School Mathematics, subtitulado «Un reto para ad-
ministradores y profesores», fue publicado en 1961 por el
National Council of Teachers of Mathematics. En aparien-
cia el documento era un informe sobre las conferencias da-
das por todos los Estados Unidos para informar a los
administradores escolares y a los supervisores de matema-
ticas de la naturaleza del nuevo plan. Pero se describia el
plan diciendo «que les permitiria ponerse a la cabeza en
la introducciéon de nuevos y perfeccionados programas de
matematicas». Esto implicaba que los administradores que
no aceptaran la reforma serfan culpables de negligencia o
desinterés. Pero en 1961 este pais habia tenido muy poca
experiencia en los nuevos planes. En aquella época un
folleto que los promocionaba podia ser acusado justamente
de propaganda.

Desgraciadamente la propaganda fue eficaz. La mayor
parte de los administradores escolares no tenian la amplia
formacién cientifica necesaria para valorar las innovaciones
propuestas. No sabian si las innovaciones eran modelos de
saber hacer educativo combinado con los mayores avances
en la materia o si eran el resultado del entusiasmo de los
especialistas en la materia, sin ningtn interés para las nece-
sidades de los estudiantes. La presion ejercida sobre ellos
puso a los administradores en un aprieto. Podian fingir
interés y amor al progreso adoptando alguno de los moder-
nos programas, o podian ser honrados y admitir que no
éran competentes para juzgar los méritos de ninguno. Lo
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que pasé finalmente fue que muchos directores y jefes de
estudios impusieron el plan moderno a sus profesores para’
mostrar a los padres y a la administracién del centro su*
informacién y su dinamismo. R

La misma adopcién del término matematica moderna e
pura propaganda. «Tradicional» indica antigiiedad, inade
cuacién y esterilidad, y es un término peyorativo. «<Moderno»
significa actual, importante y vital. Los términos moc!er 4
v nuevo fueron utilizados para todo. Los portavoces insis-"
tieron en que el plan tradicional ofrecia pocas cosas que’
no fueran conocidas antes de 1700. Naturalmente, como
hemos visto, los términos moderno y nuevo no estaban deB
masiado justificados desde el momento en que el plan con-
sistfa principalmente en una nueva interpretacién de lasv
matematicas tradicionales.

Algunos portavoces se rebajaron a recurrir a am_enazas_f’
poco veladas. Algunos de ellos estaban en la Comisién de
Mateméticas de la College Entrance Examination Board."
Esta junta elabora los examenes de aptitud que los alumnos*
de ensefianza secundaria hacen para ingresar en un college':_‘l
Los portavoces insinuaron que estos examenes contendriaﬁf‘ d
preguntas sobre los temas de matematica moderna. P'uestoﬂ
que los profesores estaban ansiosos de que sus estudiantes
hiciesen bien estos exdmenes, se vieron obligados a aprender
el contenido del nuevo plan y a ensefiar estos temas. |

Otra estratagema empleada deliberadamente para poner
las matematicas en circulacién ha sido descrita por el pro-
fesor Paul Rosenbloom, matematico muy competente que
participé en la redaccién del plan. En su articulo, «Applied"
Mathematics: What is Needed in Research and Education»‘;
(véase la referencia a Carrier en la bibliografia), el profesor
Rosenbloom describia esta estratagema: «Ahora bien, en
esta cuestién de tratar de revisar la ensefianza de las mate-
maticas escolares hemos tenido muchos problemas. Entre
ellos un problema de ingenieria social, pues tenia que ha-
cerse rapidamente un gran cambio en unas condiciones en":.;
que nadie tenia el poder de imponer nada a nadie. Hab.ia"
que conseguir que mucha gente decidiera hacer voluntaria-
mente lo que debia hacer. No sélo teniamos el problema

de planear qué matematicas debian ensefiarse en el grado 7
0 en cualquier otro grado, sino que teniamos también el
‘problema de introducirlas rapidamente en un gran ntimero
‘de centros sin poder forzarles. Asi, el procedimiento tenia
que ser reunir a un gran nameroe de personas de diferentes
partes del pais y que representaran distintos puntos de vis-
ta, el matemitico, el educativo, el escolar, etc., para que
escribieran libros en una atmésfera de libertad. Esencial-
‘mente el problema era poder decir que el curso de noveno
grado, por ejemplo, representa un acuerdo de matematicos
'y profesores. Las escuelas de Seattle adoptaron el plan del
SMSG porque su supervisor de matemadticas formaba parte
del equipo de redaccién. El National Council of Mathema-
tics Teachers jugé también un papel en esto. El presidente
de su comité de planes de estudio de escuela secundaria.
estaba en el equipo de redaccién del curso de grado undé-
cimo. Se tienen estos problemas y, hasta cierto punto, el
resultado depende sobre todo de la persuasién v madurez
de juicio de la gente que esta en los equipos de redaccién
representando diversos puntos de vista.» Tales esquemas
promocionales llevaron al asesor de una escuela a decir
que si la intuicién pedagégica de quienes han desarrollado
algunos de los programas modernos fuese igual a su pers-
picacia para la promocién, habria llegado la edad de oro
de la ensefianza de las matematicas.

Aunque muchos de los profesores de los equipos de
redaccién estuviesen desilusionados e incluso disgustados
por los compromisos que se vieron obligados a hacer, no
obstante volvieron a sus lugares de procedencia satisfechos
de haber sido participes en la elaboracién del plan, y natu-
ralmente inclinados a favorecer lo que habian ayudado a
crear. Pronto se convirtieron en campeones ardientes de las
- matematicas modernas y encabezaron su promocion.

Muchos profesores de college que buscaban una activi-
dad en la que creian ser competentes —seguramente, argu-
mentaban, los temas de ensefianza secundaria deben ser un
juego de nifios para eruditos profesores de college como
nosoiros—, tomaron a su cargo la defensa del plan moderno
e incluso dieron cursos para iniciar a los profesores en las
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matematicas modernas. Otros siguieron la moda porque
participar en una actividad que habia llegado a ser impor-
tante les daba relevancia e incluso prestigio. También los
profesores de ensefianza primaria y secundaria, ansiosos de
aparecer al frente de la ensefianza, se encargaron de pro-
mocionar lo que les habian echado encima. Desgraciada-
mente, al estar sometidos a un trabajo agotador y absor-
bente en sus obligaciones como maestros, no habian tenido
oportunidad de aprender mas acerca de lo que es significa-
tivo en matematicas, y asi no pudieron examinar critica-
mente las nuevas versiones en cuanto forma de ensefianza
de las matematicas.

Muchos profesores se metieron en esto porque vieron
una oportunidad de escribir nuevos textos abasteciéndose
de las nuevas matematicas. A menudo se han limitado a
revestir los viejos textos con algunas gotas de las nuevas
matemaéticas y a etiquetar estos libros como textos de ma-
tematica moderna. Naturalmente estos profesores deben
aparentar al menos ser partidarios de las matematicas mo-
dernas.

Cabria decir que estos textos representan un compro-
miso. Los estudiantes no estan listos para dar un salto
brusco a la mateméatica moderna, especialmente si ya han
estudiado durante unos afios las matematicas tradicionales.
Pero estos textos de compromiso no sirven realmente de
transicién. No se ha conseguido unificar razonablemente
en ellos los temas tradicionales y los modernos. Son obras
claramente comerciales que dan la impresién de ser mate-
maticas modernas, pero en realidad son montajes de temas
modernos y tradicionales no integrados en absoluto.

Los editores, tratando de adelantarse en el mercado,
sacaron series de textos de nueva matemadtica, y para ase-
gurar su adopcién, no sélo se unieron a la propaganda a fa-
vor de las nuevas matemadaticas mediante anuncios llenos
de h4bil palabreria, sino que enviaron conferenciantes a las
reuniones de profesores para hablar a favor de las nuevas
matematicas. La combinacién de los portavoces del plan,
los profesores que se convirtieron en partidarios suyos y los
editores form6 una tupida red de intereses creados que
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hicieron presa en la ingenuidad matemética de la prensa,
del publico e incluso de las fundaciones que apoyaron el
movimiento.

Ademas de estos factores que hemos descrito, hay otras
razones para que las matematicas modernas hayan encon-
trado apoyo. No hay duda de que algunos profesores creen

" realmente que la interpretacién axiomatica deductiva cons-

tituye la esencia de las matematicas. Se trata de pedagogos
sinceros, aunque no estén acertados, independientemente
de que hayan adquirido esta estrecha visién por la educacién
que ellos mismos han recibido o se hayan visto inducidos
a adoptarla porque muchos textos la defienden. También
tiene uno la solapada sospecha de que algunos profesores
disfrutan presentando el familiar sistema de numeracién
en su recondita forma axiomatica porque comprenden la
sencilla matematica requerida, y sin embargo pueden fingir
estar ensefiando una profunda cuestién matematica.

Muchos jévenes profesores creen que, ahora que po-
seemos una versién correcta y acabada de las matematicas,
es suficiente presentar su planteamiento axioméatico o rigu-
roso para que los estudiantes lo asimilen. Estos mismos
profesores no habrian podido asimilar dicho planteamiento,
pero habiendo aprendido la versién correcta no pueden re-
cordar ni apreciar las dificultades que conlleva el aprendi-
zaje de las versiones rigurosas.

Algunos profesores, que conocen las demostraciones ri-
gurosas, se sienten incémodos al presentar simplemente un
argumento convincente que ellos, al menos, saben que es
incompleto. Pero no es el profesor quien debe quedar satis-
fecho, sino el estudiante. La buena pedagogia exige compro-
misos de esta indole.

El deseo natural del profesor es explicar unas matema-
ticas deductivas en su forma méas acabada. Esta versién es
ciertamente méas elegante. Pero su valor para el estudiante
es inversamente proporcional a la elegancia y armonia de
la exposicién, porque la versién final supone una explica-
cién muy laboriosa y artificial.

Otros profesores quieren dar a los estudiantes toda la
verdad de una vez, de forma que no tengan que olvidar lo
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que han aprendido una vez. Pero tampoco se puede ense-
fiar inglés o historia empezando por el final. Una redaccién
que obtuviera la nota mas alta en un curso de lengua en la
ensefianza secundaria probablemente obtendria una califi-
cacién insuficiente a nivel de college. Ademas, una cosa es
ensefiar que 2 + 2 = 5 y luego tener que corregirlo, y otra
ensefiar a restar «quitando» y luego introducir la nocién de
que —2 es el inverso aditivo de 2. Para un chico esto
ultimo es palabreria.

Otra razén importante de la popularidad de la interpre-
tacién deductiva axiomatica es que su presentacién es mas
sencilla. Toda la materia se dispone en una sucesién clara,
bien definida, y todo lo que el profesor tiene que hacer es
seguirla. No tiene més que ofrecer material enlatado. Yo
he oido a algunos profesores quejarse de que muchos es-
tudiantes, sobre todo de ingenieria, quieren tan sélo que
se les ensefien las técnicas que deben aprender y luego
limitarse a repetirlas. Pero los profesores que explican el
planteamiento légico porque les evita el problema de en-
sefiar a los estudiantes a obtener resultados por si mismos,
llevandoles a participar en un proceso constructivo, expli-
candoles las razones para seguir un procedimiento y no
otro, y buscando argumentaciones convincentes, son mas
reprensibles que los estudiantes que quieren evitar pensar
y prefieren repetir mecanicamente los procedimientos
aprendidos. Postular las propiedades resulta tan cémodo
como robar en vez de trabajar honradamente, como dijo
Bertrand Russell. Pedagégicamente tiene menos ventajas,
porque el robo no produce ganancias para el entendimiento.

Ya hemos sefialado que muchos profesores, especialmen-
te a nivel de college, prefieren explicar aproximaciones
axiomaticas’ rigurosas porque favorecen su propio interés
profesional a expensas de los estudiantes. Incluso si estos
sistemas pudieran llegar a ser comprensibles para los jéve-
nes, el tiempo necesario para ensefiarles se deberia emplear
en cuestiones de mayor interés. En esta materia, asi como
en la presentacion de sofisticadas demostraciones rigurosas,
los profesores estan obrando por interés propio, no sélo por
la forma en que explican las matematicas, sino también por
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ensefiar de forma prematura temas tales como los concep-
tos del algebra abstracta, los espacios vectoriales lineales,
las geometrias finitas, la teoria de conjuntos, la légica sim-
bélica y las matrices, porque son temas avanzados y satis-
facen el ego del profesor. No es extrafio que los estudiantes
se sientan alienados y pongan en duda la importancia de lo
que se les estd ensefiando.

Cualesquiera que sean las razones por las que los pro-
fesores insisten en presentar demostraciones rigurosas a los
joévenes, se estan engafiando a s{ mismos. Como ya hemos
sefialado (cap. 5), no hay demostraciones rigurosas defini-
tivas. Esto se deduce del mismo camino que siguen las
matematicas en su desarrollo. El gran investigador mate-
mético y pedagogo Felix Klein lo expresé asi: «De hecho,
las matematicas han crecido como un arbol, que no-nace
de sus més pequefias raicillas y crece simplemente hacia
arriba, sino que antes envia sus raices a mas y mas pro-
fundidad al mismo ritmo y en la misma medida en que sus
ramas y hojas se extienden hacia arriba. ... Vemos, entonces,
que en lo que se refiere a las investigaciones fundamentales
en matemdticas, no hay conclusion final, ni por tanto tam-
poco un punto de partida definitivo que puedan ofrecer una
base absoluta para la ensefianza.» Poincaré expresé un pun-
to de vista similar. No hay problemas resueltos; sélo hay
problemas que est4dn mdas o menos resueltos. Las matema-
ticas serén tan correctas como los seres humanos, y los hu-
manos son falibles.

En ninguna época de la historia de las matematicas he-
mos estado menos seguros de qué es el rigor. Por tanto,
ninguna demostracién es realmente completa, y el profesor
debe siempre llegar a un convenio. Seria interesante saber
cuintos profesores estdn enterados de que la teoria de con-
juntos, que ahora consideran un comienzo indispensable
para cualquier interpretacién rigurosa de las matematicas,
ha sido la fuente de nuestras més profundas y también mas
insuperables dificultades légicas. Aquellos que no tengan
conciencia de los problemas fundamentales deberian al me-
nos recordar las palabras de uno de los mayores matema-
ticos de nuestro tiempo, Hermann Weyl: «La cuestién de
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los fundamentos y el significado ultimos de las matemaéticas
permanece abierta; no sabemos en qué direccién se encon-
trara la solucién final, ni siquiera si cabe esperar una res-
puesta final objetiva. El "matematizar” podria ser muy bien
una actividad creadora del hombre, como el lenguaje o la
musica, de origen primitivo, cuyas decisiones histéricas
desafien toda racionalizacién objetiva completa.»

Aunque la interpretacién deductiva axiomatica y rigu-
rosa se vea favorecida, hay indicaciones de que algunos de
los profesores que la explican no estan realmente seguros
de que esto sea correcto. Algunos libros de célculo parten
de definiciones y teoremas rigurosos, los referentes a limi-
tes y continuidad, por ejemplo, y luego no vuelven a hacer
referencia a este tema. Estan estructurados como un libro
de recetas. Lo mas caricativo que se puede decir de tales
libros es que tal vez sus autores desean tranquilizar sus
conciencias o dar a los estudiantes una cierta idea de lo
que significa el rigor. Quizd sea una opinién mas exacta
decir que estos libros ofrecen tan sélo una apariencia de
rigor para satisfacer dos mercados: el que pide rigor y el
que se contenta con la ensefianza de procedimientos me-
cénicos.

Otros textos adoptan otro «compromiso». A lo largo
de los textos la presentacion es mecénica, con alguna con-
cesién ocasional a la explicacién intuitiva. La «verdadera
explicacién» estd dada mediante demostraciones rigurosas,
pero éstas aparecen como apéndices, y presentadas de una
forma tan compacta que se puede tener la seguridad de
que resultan totalmente incomprensibles para los estudian-
tes. Sin embargo, los autores han salvado sus conciencias.
Estos libros no difieren en nada de las antiguas explicacio-
nes rutinarias. Tan sélo mejoran nuestra comprensién de
una cosa: muestran que hay matematicos competentes que
son ineptos para la pedagogia.

Por las diversas razones que hemos ido citando, las ma-
tematicas modernas estdn ahora de moda. Pero la moda,
como decia Oscar Wilde, es la momentanea conversién de
lo fantastico en universal.

11. LA DIRECCION CONVENIENTE PARA
UNA REFORMA

«La ldgica puede ser paciente porque es eterna.»

Oliver Heaviside

Hemos mostrado que el plan tradicional es insatisfac-
torio en varios aspectos y que el nuevo plan de matematicas
ciertamente no remedia los defectos del plan tradicional.
Por afnadidura, posee nuevos defectos. ¢En qué direccion
deberia orientarse entonces una reforma eficaz? De entrada,
esta direccién debe ser diametralmente opuesta a la que
han tomado las nuevas matematicas.

Antes de poder hablar del planteamiento y el con-
tenido del plan conveniente para ensefianza primaria y se-
cundaria, debemos ver cuales son los objetivos o fines de
estas fases de la educacién. A nivel de la ensefianza prima-
ria podemos dejar de lado la preparacion para el college.
S6lo un pequefio porcentaje de estos estudiantes ira al
college. Incluso a nivel de secundaria, en el que aproxima-
damente un 50 por 100 de los graduados ingresan en el
college, los estudiantes todavia ignoran la naturaleza y la
importancia de los varios temas que se les pide que apren-
dan. En muchas materias, incluyendo las matematicas (con
excepcion de la aritmética), lo que se brinda en la ense-
fianza secundaria es tan solo una introduccién. Ademds,
muy pocos de los estudiantes que pasen al college se espe-
cializaran en matematicas. Incluso a los que piensan que se
haran matematicos se les debe aconsejar que no se especiali-
zen hasta que no conozcan mucho mejor el contenido de las
distintas materias. Luego la educacién para todos estos
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estudiantes deberia ser mas amplia que profunda. Deberia
ser una verdadera educacion en humanidades, en la que los
estudiantes no solamente aprendieran cual es el contenido
de cada materia, sino también qué papel juega en nuestra
cultura y en nuestra sociedad. No se deberia intentar pre-
parar profesionales de las matemadticas ni habria que
preocuparse por lo que el estudio futuro de las matematicas
pudiera requerir. Desde esta perspectiva, ¢qué pueden ofre-
cer las matematicas ademéas de la aritmética de uso diario?

Las matematicas son la llave de nuestra comprension del
mundo fisico; nos dan poder sobre la naturaleza, y le han
dado al hombre la convicciéon de que puede continuar pro-
fundizando en los secretos de la naturaleza. Las matematicas
han permitido a los pintores pintar de forma realista y no
s6lo han hecho posible la comprensién de los sonidos mu-
sicales, sino también el analisis de tales sonidos que es
indispensable para la construccién del teléfono, el fonégrafo,
la radio y otros instrumentos de grabacién y reproduccién
de sonidos. Las mateméticas se han hecho cada vez mas
valiosas para la investigacién biolégica y médica. La pre-
gunta «¢Qué es la verdad?» no se puede discutir sin hablar
del papel que las matematicas han jugado para convencer
al hombre de que puede o no alcanzar verdades. Gran parte
de nuestra literatura estd impregnada de temas que tratan
cuestiones matemadticas. De hecho, a menudo es imposible
comprender a muchos escritores y poetas a menos que se
conozca la influencia que en ellos han tenido las matemati-
cas. Finalmente, las matematicas son indispensables para
nuestra tecnologia. ;

¢Deberian resaltarse en los cursos de matematicas esta
entidad y estas aplicaciones? jCiertamente! El conocimiento
es un todo y las matemadticas son una parte del todo. No
se desarrollan por separado de las demas actividades e in-
tereses. Ensefiar las matematicas como una disciplina aparte
es una perversién, una corrupcién y una distorsion del
verdadero conocimiento. Si nos vemos impulsados por razo-
nes practicas a separar la ensefianza en matematicas, cien-
cias, historia y otras materias, reconozcamos al menos que
esta separacion es artificial y falsa. Cada materia representa
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una aproximaciéon al conocimiento, ¥ Cualc'lu-ier mezclal o
superposicién que sea conveniente y pedagégicamente til
es deseable y debe ser bienvenida.

De esta forma, modelariamos y ensefiarfamos mas all?
de las propias matematicas, las relaciones de las matema-
ticas con otros intereses humanos; en otras palabras, un
plan de matemadticas culturalmente amplio que buscar?a su
{ntima unién con las principales corrientes del pensamiento
¥ de nuestra herencia cultural. Algunas de estas 'relacxopes
podrian proporcionar una motivacién, otras serfan aplica-
ciones y otras suministrarian lecturas intere.san'tes y mate-
rial para discusiones que darian variedad y vitalidad al con-
tenido de nuestros cursos de matematicas.

¢Pueden tratarse estos temas a nivel de en'se.ﬁanza pri-
maria y secundaria? Naturalmente. De hecho, si 1nclliso.1os
niveles elementales de las matematicas no tuvieran intima
relacion con las ramas principales y mas vivas de nuestra
cultura, la materia no merecerfa un lugar importante en el
plan de estudios.

La necesidad de relacionar las matematicas con nuestra
cultura ha sido subrayada por Alfred North Whitehead, el
mas profundo de los filésofos de nuestra époc’a y un hombre
capacitado para ¢l pensamiento abstracto méas exigente. En
su articulo «The Aims of Education», escrito en 1912, Whi-
tehead dice:

En la educacién cientifica, lo primero que hay que hacer
con una idea es demostrarla. Pero permitaseme‘ por un mo-
mento ampliar el significado de «demostrar»; quiero decir de-
mostrar su valor... -

Lo que pido es que se ponga fin a la fatal desconexién de
los temas que mata la vitalidad de nuestro m9dern0 p!an de
estudios. Solo hay una cosa que se deba ensenar: 1? vida en
tcdas sus manifestaciones. En vez de esta sencilla umda_d, ofre-
cemos a los nifios un algebra y una geometria no relacionados
con nada...

Volvamos a las ecuaciones cuadraticas... ¢Por qué tenemos
que ensenar a los niflos su resolucion? ] )

Las ecuaciones cuadraticas son parte del 4lgebra, y el alge-
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bra es un instrumento intelectual para clarificar los aspectos
cuantitativos del mundo.

En su ensayo de 1912, «Mathematics and Liberal Edu-
cation» (publicado en Essays in Science and Philosophy),
Whitehead va mas lejos.

Las matematicas elementales... deben ser depuradas de todo
elemento que sélo pueda justificarse de cara a estudios poste-
riores. No puede haber nada mas destructivo para una verda-
dera educacién que el gastar largas horas en la adquisicién de
ideas y métodos que no llevan a ningdn sitio... La sola idea
de aprender tiene un sentido muy extendido de aburrimiento.
Yo lo atribuyo a que [a los estudiantes] se les ensefian muchas
cosas simplemente en el aire, cosas que no tienen ninguna
coherencia con los pensamientos que surgen naturalmente en
cualquier persona que viva en este mundo moderno, indepen-
dientemente de que sea o0 no un intelectual. Todo el aparato de
ensefianza les parece un sinsentido. ..

Ahora bien, lo que queremos es que nuestros alumnos
desarrollen la capacidad de aplicar las ideas al universo con-
creto... El estudio del dlgebra deberia comenzar con el estudio
sistemdtico de las aplicaciones de la idea matemaética de can-
tidad en alguna cuestién importante.

[En geometria, igualmente, el plan] deberia ser rigidamente
depurado de todo lo que pudiera parecer a los estudiantes
como simples curiosidades sin importancia. ..

¢Cudl es en pocas palabras el resultado final de nuestra
reflexién? Que los elementos de matemadticas deberian tratarse
como el estudio de un conjunto de ideas fundamentales, cuya
importancia pueda apreciar el estudiante inmediatamente; que
los enunciados y métodos que no puedan pasar esta prueba,
independientemente de su importancia para estudios mas avan-
zados, deberian suprimirse inexorablemente... Este tosco resu-
men puede resumirse a su vez en un principio esencial: sim-
plificar los detalles y resaltar los principios y las aplicaciones
importantes.

En 1912, Whitehead hablaba del plan tradicional, pero
sus criticas y recomendaciones son hoy aun mas validas.
Las matemdticas no son un cuerpo de conocimientos
aislado y autosuficiente. Existen en principio para ayudar
al hombre a comprender y dominar el mundo fisico, econé-
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mico y social. Responden a fines y propositos determinados.
Debemos mostrar constantemente su utilidad fuera de su
propio campo. Podemos esperar y tratar de inculcar el inte-
rés y el gusto por las matematicas, pero éstos deben ser sub-
productos de un objetivo méas amplio: mostrar para qué sir-
ven las matematicas.

Hay quienes han llegado a recomendar que se combine
la ensefianza de las matematicas y la ciencia. El profesor
E. H. Moore, un notable matematico, que estuvo en la Uni-
versidad de Chicago, se refiri en su articulo «On the Foun-
dations of Mathematics» al problema de la ensefianza de
las matematicas, recomendando que se combinaran las
matemadticas y la ciencia a nivel de ensefianza secundaria.
Pidi6 que se pusiera fin a la separacion artificial entre ma-
tematicas puras y aplicadas, y que se hiciese un programa
conjunto a nivel secundario de matematicas y ciencias. De
esta forma se podia suscitar en los estudiantes «el senti-
miento de que las matematicas son una realidad fundamen-
tal del pensamiento y no una simple cuestién de simbolos,
reglas y convenios arbitrarioss».

Tanto si se las combina con la ciencia como si no, el
presentar las matematicas como una parte de los esfuerzos
del hombre para comprender y dominar su mundo, podria
dar a los estudiantes las razones histéricas y actuales por
las que este campo tiene tan gran importancia. Esta es tam-
bién la primera razén para la presencia de las matematicas
en el plan. Estamos, por tanto, obligados a explicitar esta
significacién de las matematicas. Lo contrario es enganar
al estudiante sobre la utilidad de sus estudios.

El que nos ocupemos de los estudiantes en general no
significa que demos de lado a los futuros profesionales. Un
pequefio porcentaje de estudiantes seran fisicos, quimi s,
ingenieros, socidlogos, técnicos, estadisticos, etc. Es uesea-
ble que estos estudiantes aprendan, tan pronto como sea
posible, cémo pueden ayudarles las matematicas en su fu-
turo trabajo. De hecho, si sintiéndose inclinados hacia una
de estas carreras nosotros les mostramos cémo las mate-
maticas les serdn ttiles en ella, se interesaran en las mate-
maticas, en beneficio de sus carreras. Tncluso si los estu-
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diantes no se sienten inclinados hacia una carrera en pz:ir-
ticular, estamos obligados a abrirles las‘pl‘lertas del mundo
poniendo en claro la naturaleza de las distintas profem{)nes.
Un medio importante para lograrlo es mostrar el papel que
j atematicas en estos campos. :
Jue%irelslearft:rl las matematicas como artes 1iberales requiere
un cambio de punto de vista radical. Las mter:p'retamones
tradicionales y modernas presentan lzfs.matematlcas como
un continuo desarrollo acumulativo loglgq. El él’geblr)'a pie-
cede a la geometria porque en ésta se utiliza 631 alge re:_.liz:;
trigonometria viene tras la geometria porqge’eslta se uﬁllera
en aquélla. Desde el nuevo enfoque se 1nclu1'r1a. o que )
interesante, informativo y cu]tl}ralrn.ente 51g‘mf1catlvo,‘ c:_
la ligera restriccién tan sélo de }nclulr los primeros clorécaz
tos y técnicas que se usaran mas.tarde. En o,tras palabras,
tendriamos una orientacién Objetl\./‘:i, no tematica. b
Hasta aqui hemos hecho hingaple en que las mat(f::lma'a;:(zl)irs1
deben presentarse como parte integrante de ugabe }Jcaiiar
liberal. Igualmente vital es otro principio que ederla %ado
la presentacién de las matemétlcals, un principio <1esc111;n 2
por el plan tradicional y mas ain %ncluso por g pla 32
matematica moderna. Se debe justificar la introduccion :
cada tema. Las matematicas no atraen a la mayor p-zge
de los estudiantes, y constantemente se preguntfan «¢ f’el:
qué tengo que aprender esto?» Esta pregunta esta comp
e justificada. e
tamf:; mJaternéticas son una materia muy restrmg’ld.a‘ thlr-
mann Weyl, que fue uno de los grandes matematicos 'e
nuestro tiempo y trabajé en mgchas ramas de las r:;atdem?;-
ticas y la fisica matematica, dijo en 1951: «Se puede ec;1
que las matematicas hablan de cosas que no interesan 1
hombre en abscluto... Parece una ironia 'de la creacién e
que la mente del hombre sepa manejar mejor gquell}as cosas
que més lejos estan del centro de su existencia. A51,lsomos~
especialmente capaces en aquellos t’er}‘enos en qu(la e Ctoneo;l
cimiento importa menos: en matematicas, especialmente
i mérica».

teo?:snrl;ateméticas trabajan con abst?ac.cior_les y estode_s,
en si mismo, una de sus mas severas limitaciones. Un dis-
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curso sobre la naturaleza del hombre dificilmente puede ser
algo tan rico, tan satisfactorio y capaz de colmar nuestra
vida como el vivir con la gente, incluso aunque se pueda
aprender mucho sobre la gente a partir de una discusion
abstracta sobre el hombre. Hablar o leer acerca de los ni-
fios no es lo mismo que educar a los nifios. Ademas de ser
abstractas, las abstracciones matematicas son algo alejado
de nosotros. Las matematicas tratan de ntmeros y de figu-
ras geométricas y generalizaciones que surgen de estos con-
ceptos basicos. Pero los ntimeros y las figuras geométricas
son propiedades insignificantes de los objetos reales. Un
rectdngulo puede ser la forma de un trozo de tierra o el
marco de un cuadro, pero la forma es algo incidental res-
pecto al valor real de la tierra o de la pintura.

Las matematicas no atraen, y puede que no deban atraer,
al 98 por 100 de los estudiantes. Son un estudio esotérico,
de atractivo exclusivamente intelectual y carentes del atrac-
tivo emocional que poseen, por ejemplo, la musica y la pin-
tura. El matematico creador puede obtener algunas compen-
saciones emocionales, como la satisfaccién del ego, el orgullo
del éxito y la gloria —compensaciones no demasiado no-
bles, en cualquier caso—, pero los estudiantes no pueden
obtener ni siquiera esto del estudio de las matematicas, o
en todo caso, la intensidad de sus emociones es pequena.
El desafio intelectual puede mover a algunas personas, pero
dificilmente se puede refutar a quienes sostienen que es
més importante el desafio de construir una sociedad mas
humana y conseguir dirigentes honrados.

Entonces el interés de quienes no sean matematicos no
puede ser de origen matematico. Ya hemos sefialado que
es inttil tratar de interesar a los estudiantes en general en
los nimeros complejos pidiéndoles que resuelvan x*41=0.
Puesto que los no matematicos no se ocupan de resolver
x—2=0, ¢por qué se iban a ocupar de resolver la ecuacién
anterior? Los textos de calculo «motivan» muchos concep-
tos y teoremas aplicandolos al calculo de areas y volumenes
y longitudes de arcos. Pero éstas son también cuestiones
matematicas, y el hecho de que el calculo nos permita
resolverlas no le convierte en mas absorbente para los no
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matematicos. La falta de sentido para los estudiantes de
muchos teoremas de geometria euclidea los ha indispuesto
con la geometria; por tanto, el estudio de mas geometria,
incluso si es a través del calculo, les despertara aversion por
el calculo antes que interés. El argumento de que el calculo
nos da poder para hacer lo que temas mas elemental'es no
pueden hacer, no impresiona ciertamente a los estufilantes
que no desean por encima de todo calcular 4reas, volimenes
y longitudes de arcos.

La motivacién natural es el estudio de problemas rea-
les, en gran parte fisicos. Practicamente las principales ra-
mas de las matematicas surgen como respuesta a tales pro-
blemas, y ciertamente a nivel elemental esta motivac_i()n e:s
genuina. Quiza pueda parecer extrafio que el mayor interés
de las matematicas sea exterior a las matematicas, pero
se debe contar con este hecho. Para la mayor parte de la
gente, incluidos los grandes matematicos, la riqueza y ?l
interés de las matematicas derivan de su uso en el estudio
del mundo real. Las matematicas son un medio para un fin.
Se usan los conceptos y los razonamientos para lograr re-
sultados acerca de cosas reales.

Cabria pensar que los profesores en todos los niveles de
la ensefianza habrian advertido desde hace mucho la deplo-
rable falta de motivaciéon de las matematicas y que en vez
de buscar nuevos enfoques para los antiguos temas o bien
nuevos temas, se habrian enfrentado con el problema de la
motivacién. Desde luego, hay algunas excusas aceptables
para este fracaso. El profesor medio se ve obligado a seguir
un plan que le han dado hecho. El profesor puede,.en su
propia clase, hacer algo para interesar a sus estudiantes,
pero generalmente tiene un limite de tiempo para hacerlo
asi. Ademas, una revisién capaz de producir interés en los
alumnos requeriria un nuevo planteamiento. Si esto llevara
a la introduccién de nuevos temas, no se le permitiria pasar
de exponer el programa, y éste serfa prohibido.

Pero los participantes en la reforma educacional no pue-
den excusarse por el fracaso en dar una motivacién a las
matematicas. Los educadores en matematicas han demos-
trado tener una visién limitada. Aunque su trabajo es en-
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sefiar a exponer las matemadticas, ni ellos mismos saben por
qué son importantes las matematicas y donde entran en
contacto con los problemas reales que pueden ser usados
para interesar a los estudiantes. Hasta que se preparo el
plan moderno, los profesores de college habian mostrado
poco interés en los cursos de ensefianza primaria y secun-
daria. Dirigieron la elaboracién del nuevo plan cuyos defec-
tos ya hemos sefnalado. El problema de la motivacién no
fue afrontado.

Junto con cada tema debe explicarse el motivo de su
interés. No sirve de nada asegurar a los estudiantes que
algin dia apreciaran la utilidad de las matematicas que se
les pide que aprendan. Si un tema tiene interés, entonces,
como dice Whitehead, los estudiantes deben poder apreciar
inmediatamente su importancia; o como expuso en Aims
of Educations, «El interés de la materia debe introducirse
aqui y ahora...» Si las matematicas no reviven con el aire
de la realidad, no podemos esperar que sobrevivan como
parte importante de la educacién liberal.

¢Interesan los problemas reales a los jovenes? Los jéve-
nes viven en el mundo real y, como todos los seres humanos,
sienten alguna curiosidad acerca de los fenémenos reales,
o al menos es mas facil interesarles en ellos que interesarles
en las mateméticas abstractas. Por consiguiente, hay gran-
des esperanzas de que el verdadero interés de las matema-
ticas sea también lo que interese a los estudiantes, y de
hecho nuestra limitada experiencia ha mostrado que es asi.
Pero no basta con esto, se necesitan mas cosas para asegu-
rar un efectivo interés de los estudiantes. Si los acertijos,
los juegos u otros trucos sirven a determinados niveles de
edad, también pueden usarse, aunque no pueden constituir
la principal fuente de interés, pues en ese caso los estudian-
tes tendrian una impresion equivocada sobre la utilidad de
las matemadticas. Ciertamente queda mucho trabajo por
hacer para buscar problemas que sean motivos de interés
genuinos y significativos para el estudiante.

Para interesar a los estudiantes, no siempre es necesario
que antes de introducir un tema matematico se trate un
problema sacado de las ciencias o de la vida real. A veces
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es mds conveniente introducir un tema matemaético, pre-
sentar las matematicas e inmediatamente después aplicarlas
a una situacién no matematica. Por ejemplo, un tema de
geometria elemental es el de las lineas paralelas. Se puede
explicar este tema y después mostrar cémo un simple teore-
ma nos permite calcular la circunferencia de la tierra. La
parabola puede explicarse en cuanto curva como un proble-
ma de lugar geométrico. Y luego puede ensefiarse el uso de
la pardbola en la focalizacién y direccién de las ondas de
luz y radio. Los dibujos de los faros de los automéviles,
las antenas de radio, los reflectores e incluso las linternas
comunes, muestran estos usos en situaciones reales. En
adlgebra estudiamos funciones lineales y cuadraticas. Estas
pueden aplicarse en seguida para calcular la altura que
alcanzaran una bola o un proyectil lanzados hacia lo alto,
y si el proyectil podra alcanzar una altura determinada. En
estos tiernpos de exploraciones espaciales, lanzamientos de
cohetes y naves espaciales, puede ser un tema interesantisi-
mo incluso si solamente pueden estudiarse a nivel de ense-
fianza secundaria los problemas mas simples.

El que los pedagogos hayan descuidado los motivos de
interés y las aplicaciones de las matematicas es algo que
ha dafiado su ensefianza. Estos hombres han presentado
el tallo, pero no las flores, y asi no han conseguido mostrar
el verdadero valor de lo que ensefian. Piden a los estudian-
tes que batallen, pero no les dicen por qué. Incluso el
ejército de los Estados Unidos lo sabe algo mejor. En parte,
la paupérrima ensefianza de las matematicas puede relacio-
narse con el hecho de que los profesores las explican como
si no tuviesen ninguna relacién con nada exterior a sus
confines técnicos. Lo mas triste en la ensefianza de las ma-
tematicas —antiguas o nuevas— no es que los profesores
no sepan qué es lo que ensefian, sino que ignoran por qué
es importante, y por consiguiente no pueden explicarselo
a sus alumnos.

Hay muchos profesores y maestros que piensan que la
motivacién y la aplicacién de las matematicas salen del
legitimo contenido de los cursos. Pero saber para qué sir-
ven las matematicas forma parte del conocimiento matema-
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tico. Ademas, a falta de motivos de intéres, los estudiantes
no estudiaran matematicas, y en consecuencia poco es lo
que se consigue ensefiando tan s6lo matematicas. Plutarco
dijo que «la mente no es un vaso que debe llenarse, sino
un fuego que debe encenderse». El interés es lo que enciende
el fuego.

El uso de problemas reales y especialmente fisicos no
sélo sirve para hacer interesantes las matemadticas, sino
también para darles un significado. Los numeros negativos
no son sélo los inversos de los ntimeros positivos con res-
pecto a la suma, sino también los grados por debajo de
cero en un termémetro. La elipse no es sélo un lugar geo-
métrico particular, sino también la trayectoria de un planeta
0 un cometa. Las funciones no son conjuntos de pares orde-
nados, sino relaciones entre variables reales como la altura
y el tiempo de vuelo de una pelota lanzada por el aire, la
distancia a un planeta desde el sol en diferentes tiempos
del afio, y la poblacién de un pais a lo largo de los afios.
Las funciones son leyes del universo y de la sociedad. Los
conceptos matemdticos surgieron de tales situaciones o fe-
némenos fisicos y sus significados eran fisicos para quienes
crearon las matemadticas por vez primera. Privar a los con-
ceptos de sus significados es conservar la cascara y arrojar
la fruta.

Incluso uno de los principales grupos del plan, The Se-
condary School Curriculum Committee of the National Coun-
cil of Teachers of Mahtematics, subrayé la importancia de
las aplicaciones para dar significado a las matematicas:
«Las aplicaciones de las matematicas son importantes como
medio a través del cual se puede apreciar en profundidad
el valor instrumental de las matematicas y como ayuda
para clarificar e ilustrar el contenido de las matematicas.»
Igualmente, diversas personas que trabajaron en el plan de
matemadtica moderna han hablado y escrito en favor de las
aplicaciones. Uno de estos hombres llegé a decir que si en
el estudio de las matematicas no hubiese aplicaciones fisi-
cas serfa necesario inventar algunas. Sélo que los textos
estdn desprovistos de tales aplicaciones.

El desarrollo de las matematicas a partir de situaciones
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reales tiene otra ventaja. Una de las mas grandes dificulta-
des que los estudiantes encuentran en las matemadticas es
la solucién de problemas planteados verbalmente. No saben
como traducir la informacién verbal en forma matematica.
Con la presentaciéon habitual en los planes de matematicas
tradicional y moderna, esta dificultad es previsible. Las
matemadticas se presentan por y para si mismas, divorciadas
del significado fisico, y después se les exige a los estudiantes
relacionar estas matematicas aisladas y sin sentido con las
situaciones reales. Claramente no tienen base a partir de
la cual pensar sobre tales situaciones. Por otro lado, cuando
las matematicas surgen de problemas reales, la dificultad
de traduccion queda resuelta automaticamente.

En lo que se refiere a la manera practica de presentar
las matematicas, hay otro principio que deberia seguirse.
Las matematicas no deberian desarrollarse deductivamente,
sino constructivamente. Por otra parte, hoy se dice que se
deberia ensefiar a descubrir. Los charloteos sobre este prin-
cipio llenarian muchos volumenes, pero su practica se re-
duce al conjunto vacio. El planteamiento constructivo signi-
ficaria que los estudiantes deberian construir los teoremas
y las demostraciones. Los estudiantes crearian las matermna-
ticas. Naturalmente estarian realmente recredandolas con
ayuda del profesor. Podrian llegar a hacerlo si se les per-
mitiera e incluso animara a pensar intuitivamente, pero no
se puede esperar de ellos que «descubran» nada en el marco
de un desarrollo légico que es casi siempre una reconstruc-
cion muy sofisticada y artificial del trabajo creativo original.
El planteamiento constructivo asegura la comprensién y
ensefla a pensar de forma independiente y productiva.

Ensefiar a descubrir no es de ningin modo un trabajo
sencillo. Exige que los estudiantes aprendan a usar la in-
tuicién, a hacer suposiciones, a tantear, a generalizar resul-
tados conocidos, a relacionar lo que se busca con los resul-
tados ya conocidos, a utilizar interpretaciones geométricas
de proposiciones algebraicas, a medir, y docenas de otros
procedimientos. Es relativamente facil conseguir que los
estudiantes vean que de
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podemos inferir que
14+3454+...+2n—-1)=mn%

en otras palabras, que la suma de los n primeros numeros
impares es n’. Igualmente el dibujo de un tridngulo isésce-
les sugiere enseguida que los angulos de la base son iguales.
Midiendo los lados de varios triangulos rectangulos llevare-
mos a los estudiantes a la conclusion de que el cuadrado
de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los
catetos. Pero, casi siempre, el ensefar a descubrir exige la
preparacién cuidadosa de una serie de preguntas sencillas
que gradualmente conducen a las conclusiones deseadas.
Incluso el ensefiar a descubrir resultados tan relativamente
sencillos como la férmula cuadritica no es sencillo en
absoluto.

El método socratico de hacer preguntas que lleven a los
estudiantes a descubrir un resultado debe usarse juiciosa-
mente. Las preguntas deben ser razonables y que puedan
ser respondidas por la mayor parte de los estudiantes. De
otra manera, los estudiantes se sentiran derrotados y se
llegaran a desinteresar. Los estudiantes deben adquirir con-
fianza en su propia capacidad. Sera mas facil que lo consi-
gan si contribuyen a la construccién de las matematicas
que si se les pide que aprendan un teorema sofisticado cuya
demostracién es el resultado de muchas remodelaciones de
versiones anteriores y menos perfectas.

Es comprensible y de alguna manera justificable que los
autores de articulos de investigacién no den cuenta de todos
los pensamientos, rodeos, falsos comienzos y conjeturas que
les llevan a sus teoremas y demostraciones. Pero es deplora-
ble que, por ocultar a los jévenes la existencia de tanteos y
esfuerzos infructuosos, demos la impresién de que los ma-
tematicos razonan directa e indefectiblemente hacia sus
conclusiones. No solamente privamos a los estudiantes del
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placer del descubrimiento, sino que destruimos la confianza
en si mismos que habrian podido desarrollar si les hubiése-
mos dicho la verdad y les hubiésemos permitido apreciar
qué dificil es realmente descubrir un teorema acertado y
su correspondiente demostracion.

Los profesores estan tan ansiosos de avanzar que pre-
sentan a los estudiantes los resultados y demostraciones
finales, y puesto que los estudiantes no estan preparados
para asimilarlos, deben recurrir a aprénderselos de me-
moria. Para ensefiar a pensar debemos dejar a los estudian-
tes pensar, dejar a los estudiantes obtener sus propios re-
sultados y demostraciones, aun si son incorrectos. Dejar
también que aprendan a juzgar por si mismos el acierto
de los resultados. No hagamos a los estudiantes tragar los
hechos. No estamos metiendo objetos en un batl. Este tipo
de ensefianza embota la mente en vez de avivarla.

La cultura es tanto un proceso como un producto. Hasta
el siglo xv1, «cultura» significaba cultivo del suelo, y, como
sabemos, no se entierra la fruta. Se plantan semillas y se
las alimenta. Ensefiar a los estudiantes a conseguir conoci-
mientos es una parte de la educacién liberal. Deberiamos
tratar de que los estudiantes quisieran conseguir conoci-
mientos, no pregonarselos.

La afirmacién comunmente aceptada de que las mate-
maticas ensefian a la gente a pensar no ha sido compro-
bada. La ensefianza de las matematicas, viejas y nuevas, no
esta preparada para ensefiar a la gente a pensar, sino a se-
guir a un guia, el profesor. En el plan tradicional se ensefia
a los estudiantes a seguir los procesos y repetir las demos-
traciones. Hoy, con las nuevas matematicas, los estudiantes
aprenden de memoria la definiciones y las demostraciones.
De hecho, se ven obligados a estudiar de memoria porque
el nivel de los temas esta fuera de su alcance.

El principio genético es de enorme ayuda como guia para
desarrollar las matematicas constructivamente. Este princi-
pio dice que el orden histérico es habitualmente el orden de
exposicién adecuado y que las dificultades que los mismos
matematicos han experimentado son exactamente las que
encontraran los estudiantes. Los nimeros irracionales, ne-
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gativos y complejos se les atragantaron a los mejores ma-
tematicos. Podemos estar seguros, entonces, de que los estu-
diantes van a tener problemas con estos numeros. Luego
debemos prever estas dificultades y ayudarles a superarlas,
y podemos seguir en gran medida el mismo camino que
siguieron los matematicos hasta llegar a aceptar estos nu-
meros y a trabajar con ellos. La extension de la ley distribu-
tiva a los nimeros negativos no sera de ninguna ayuda para
que los estudiantes se sientan a gusto con ellos.

La ensefianza constructiva, como ya hemos sefialado, no
es nada facil. Pero no hay caminos faciles. Para disfrutar de
la vista desde lo alto de una montaifia es preciso escalarla.
En matematicas no hay teleféricos. Los cables se rompen en
la mente de los jévenes. El verdadero arte de ensefiar reside
sélo en la utilizacién hébil de los procesos de descubrimien-
to. Con este enfoque estimulamos y desarrollamos el poder
creativo del estudiante y le damos el placer del descubri-
miento.

Habiendo conseguido que los estudiantes descubran un
resultado, por cualquier medio, surge la cuestién de la de-
mostracién. No hay duda de que la demostracién deductiva
es la piedra de toque de las matematicas. Ningun resultado
es aceptado en el cuerpo de las mateméticas hasta que ha
sido demostrado deductivamente a partir de un conjunto
explicito de axiomas. Sin embargo, la demostracién como
criterio de aceptacién de un resultado por los matematicos
y la demostracién desde el punto de vista de la pedagogia
son cosas diferentes. Ya hemos tenido ocasién (capitulos
4y 5) de sefalar el gran error que supone insistir en las
demostraciones légicas o deductivas como interpretacion
pedagogica de las matematicas. ¢Qué alternativa existe?

Contrariamente a lo que se ha hecho durante generacio-
nes en algunas ramas de las matematicas, como la geometria
euclidea, en que la ensefianza de la demostracién deductiva
ha sido el objetivo principal, y contrariamente al enfoque
del plan de matematica moderna, el planteamiento basico
de cualquier nueva materia a cualquier nivel debe ser in-
tuitiva. Esta recomendacién puede parecer una traicién a
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las matematicas, pero es una muestra de lealtad a la pe-
dagogia.

Es verdad que la naturaleza de la intuicién es algo vago.
Se refiere a cierta captacién directa de una idea, tanto si
se trata de un concepto como de una demostracién. Podia
haber una especial facultad intuitiva distinta de la facultad
légica que critica y razona. Independientemente de que
haya o no una facultad intuitiva, hay ayudas especificas
y explicitas a la intuicién que le permiten funcionar. En
primer lugar, las matematicas se comprenden a través de
los sentidos, pues, como ya dijo Aristételes, no hay nada
en el intelecto que no haya estado primero en los sentidos
—aunque Leibniz anadiese, excepto el intelecto mismo—.
Por consiguiente, un recurso muy util sera el dibujo. Por
ejemplo, podemos mostrar varios tridngulos para inculcar
la idea en vez de la definicién: la unién de tres puntos no
alineados y los segmentos que los unen. La mayor parte de
los estudiantes incluso después de haber aprendido cémo
multiplicar @ + b por a + b, sea mecanica o légicamente,
dirdn que (a+b) = @’ + b2 Un dibujo puede ayudar. En el
dibujo (fig. 11.1) resulta evidente que el 4rea de un cuadra-
do cuyo lado vale a + b es a* + 2ab + b2

Incluimos en la interpretacién intuitiva lo que a menudo
se llaman argumentos heuristicos. Gracias a la experiencia
con objetos reales un nifio puede aprender que 3 + 4 =
=4 + 3. La generalizacién de que a + b = b + a es heu-
ristica.

El razonamiento por analogia, aunque no sea deductivo
sino heuristico, puede emplearse con gran utilidad. Los
estudiantes tienen grandes problemas al trabajar con nu-
meros irracionales expresados mediante radicales. Veamos
si V2 + V3 = V5. Podemos establecer una analogia con
V4 + V9. Estd claro que esta suma no es igual a V13.
Por tanto, estaremos de acuerdo en que V2 4+ V3 no es
igual a V5. Por otro lado, consideremos V2 X V3. ¢Es
igual a V'6? La respuesta puede obtenerse tomando V4 X
X V9. Esto es igual a V36. Por tanto, obtendremos que
V2 X V3 = V6. De hecho, los hindties y los 4rabes, que
fueron los primeros en trabajar con radicales, razonaban
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a b
a a? ab
b ab b* b
Ficura 11.1

completamente por analogia; y los europeos que _aprendle»
ron estas operaciones de los arabes hicieron lo mismo. Las
bases légicas de los ntimeros irracionales no fueron for-
muladas hasta el final del siglo xIx. N
Se puede facilitar la intuiciéon mediante argumentos fisi-
cos. Entre las operaciones con numeros negativos, la mul-
tiplicacién de numeros positivos y negativos es causa de
continuos problemas. Una explicacién muy conocida me-
diante pérdidas y ganancias puede convencer a los estuc.han—
tes. Aceptemos que en cuestiones de dinero una ganancia se
representa con un ndmero positivo y una perdxd_a con un
namero negativo. También representaremos el tiempo fu-
turo con un numero positivo y el tiempo pasado ccn un
numero negativo. Ahora podemos usar lo§ m’lmeros. nega-
tivos para calcular el aumente o disminucion de la riqueza
de un hombre. Asi, si gana cinco délares al dia, tres dias
después serd quince délares mas rico. En simbolos, (+}5)
(+3) = 15. Si pierde cinco délares al dia, entonces t‘res dias
mas tarde sera quince délares mas pobre. En simbolos,
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(=5)(+3)= —15. si gana cinco délares, entonces tres dias
antes era quince délares mas pobre. En sfmbolos,
(-’FS)(—3) = —15. Finalmente, si pierde cinco délares al
dia, entonces hace tres dias era quince délares mas rico.
En simbolos, (=5 ¥ —3) = 15. Pueden usarse para reforzar
estas reglas de multiplicacién otras situaciones tales como
las del agua saliendo de un tanque. Muchos textos usan
para ensefiar las mismas reglas lo que se llama linea numé-
rica y efecttian movimientos hacia adelante y atrds sobre
e!la, Probablemente todo ello debe usarse. Tales presenta-
clones concretas pueden convencer a los estudiantes de que
las definiciones para la multiplicacién con ntmeros negati-
VOs son razonables y utiles.

Otro ejemplo de utilizacién de hechos fisicos es argu-

mentar que la velocidad a la méaxima altura de una pelota
lanzada al aire es cero, porque si fuera positiva continuaria
subiendo, y si fuese negativa estaria cayendo. Tal argumento
p_uede usarse para hacer que los estudiantes igualen la velo-
cidad a cero para calcular el tiempo que tarda la pelota en
alcanzar la maxima altura.
Todos los recursos citados, los dibujos, los argumentos
heuristicos, la induccién, el razonamiento por analogia y
los argumentos fisicos son recursos intuitivos. Naturalmen-
tsla Intuicién no es algo estdtico. Asi como nuestra intui-
cion acerca de lo que cabe esperar del comportamiento hu-
ynanvo.mejora con la experiencia, lo mismo sucede con la
II:IEUICléH matemdtica. Nos puede sugerir, como se lo sugi-
ri6 a Leibniz, que la derivada del producto de dos funcio-
nes es el producto de sus derivadas. Esta conclusién debe-
ra comprobarse (otra medida heuristica), y naturalmente
se er’lcontraré que es falsa. Un analisis mas profundo mos-
trard que lo que se verifica para limites de funciones no se
verlfi?a para derivadas, y la intuicién se afinard con la
experiencia.

Naturalmente, la intuicién puede inducir a error, pero
cometer errores y aprender a controlar los propios resul-
tados es parte del proceso de aprendizaje. La verdad, sefiala-
ba Francis Bacon, surge mds facilmente del error que de
la confusién. Si el temor a equivocarse fuese un obstaculo,
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un nifio nunca aprenderia a caminar; y un estudiante que
no cometa errores no hara nada de nada.

El enfoque intuitivo es también recomendable porque
es relativamente facil dar una motivacién genuina o signi-
ficativa a un tema matematico cuando se introduce intuitiva
o heuristicamente, pues los problemas fisicos son el punto
de partida natural para un enfoque intuitivo. Con el plan-
teamiento l6gico, por el contrario, es mucho mas dificil mo-
tivar el interés, porque se encuentra alejada de la realidad
y con frecuencia resulta artificial. ;Cémo es posible justi-
ficar el interés de las fracciones si se las introduce como
conjuntos de pares ordenados y equivalentes de numeros
naturales?

Nuestra opinién es que la comprensién se consigue in-
tuitivamente y que la exposicion ldgica es, en el mejor de
los casos, una ayuda subordinada y suplementaria para la
ensefianza, y en el peor, un obstaculo decisivo. Por tanto,
en vez de presentar las mateméticas tan rigurosamente
como sea posible, deberian presentarse tan intuitivamente
como fuese posible. Como ha dicho el profesor Max M.
Schiffer, de la Universidad de Stanford: «Nunca se deben
poner los carros l6gicos delante de los caballos heuristicos».
Herman Weyl definia asi el papel de la légica: «La ldgica
es la higiene que los mateméticos practican para mantener
las ideas sanas y fuertes». Y Jacques Hadamard, otro de
los mas famosos matematicos de nuestro tiempo, subrayaba
que la légica tan sélo sanciona las conquistas de la intui-
cién. Por lo que a la comprensién se refiere, el sustituir
la intuicién por la légica equivale, en palabras del filésofo
Arthur Schopenhauer, a amputarse las piernas para caminar
con muletas.

Es significativo que cuando un matematico lee un teo-
rema que contradice lo que esperaba intuitivamente, su pri-
mer impulso no es dudar de su intuicién, sino de la demos-
tracién. Confia més en su intuicién. Si después de haber
comprobado la demostracién cuidadosamente se convence
de que es correcta, entonces trata de saber en qué se ha
equivocado su intuicién.

El enfoque intuitivo puede reforzarse enormemente in-
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corporando a las clases de matemdticas lo que a menudo
se llama un laboratorio de matematicas. Este consiste en
aparatos de varias clases que pueden usarse para mostrar
hechos fisicos de los que se pueden inferir resultados ma-
tematicos. Se han disefiado algunos sencillos mecanismos
de laboratorio, de los que se hace un uso limitado. Uno de
ellos son las barras (de Cuisenaire), que no son mas que
tacos de varias longitudes con los que se pueden hacer ope-
raciones aritméticas con enteros positivos y negativos. Un
segundo mecanismo, llamado geoboard (introducido por
Caleb Gattegno), es un tablero de madera con filas y colum-
nas de clavos. Tendiendo gomas elasticas entre los clavos
se pueden formar varias figuras geométricas y demostrar
relaciones sencillas. Otro mecanismo funciona sujetando ob-
jetos de varios pesos a un resorte y mostrando que la lon-
g'itud del resorte es proporcional al peso. Esta demostracién
sirve para introducir la funcién lineal y = kx, en donde
k depende de la extensién del resorte. Otro mecanismo es
el péndulo. Se puede alargar o acortar la longitud del pén-
dulo y medir el periodo del péndulo para las diversas lon-
gitudes. El objetivo es hacer que los estudiantes encuentren
la relacion funcional entre la longitud del péndulo ! y el
periodo T. La férmula exacta T = (1/2 =) V1/32 no se ob-
tiene facilmente de esta manera, pero los nimeros obtenidos
por los estudiantes pueden usarse como base para inferir,
con la ayuda del profesor, cudl es la férmula precisa. Igual-
mente se puede pedir a los estudiantes que encuentren la
férmula que da [ en los términos de T; ésta es | = 128 12 T2,
que es un poco mas facil de descubrir, aunque de nuevo
el profesor tendrd que ayudar a obtener la férmula precisa.
En cada caso los estudiantes veran la utilidad de las dife-
rentes clases de relaciones funcionales. Con demasiada fre-
cuencia se les explican a los estudiantes distintas funciones
sin poner de relieve que para fenémenos fisicos diferentes
se requieren funciones diferentes.

Un instrumento excelente para avivar y enriquecer la
ensefianza de la trigonometria es el osciloscopio. No es més
que una televisién simplificada. Si hacemos vibrar cerca de
un micréfono diapasones de diferentes frecuencias con dis-
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tintas intensidades, el osciloscopio presenta en la pantalla
la forma de funciones sinusoidales de varias frecuencias y
amplitudes. Esto corresponde a sonidos simples. Haciendo
a los estudiantes vocalizar varios sonidos o interpretar no-
tas en varios instrumentos musicales, el osciloscopio mues-
tra las graficas de estos sonidos. Se ve facilmente que estas
graficas son combinaciones de graficas sinusoidales y asi
los estudiantes advierten que los sonidos vocales y musica-
les no son mas que combinaciones de sonidos simples como
los emitidos por los diapasones. Muchos fenémenos mas
pueden recogerse en la pantalla del osciloscopio. El punto
principal, sin embargo, es dar vida a las funciones trigo-
nométricas. Los estudiantes llegan a apreciar que estas fun-
ciones secas, frias, «artificiales», estan presentes por do-
quiera. Se «habla» trigonometria cada vez que se pronuncia
una palabra. Ademas, se les puede mostrar facilmente como
los conocimientos sobre el sonido pueden usarse en el disefio
de un teléfono, un fonégrafo, una radio y otros instrumen-
tos que graban o reproducen sonidos.

El material de laboratorio puede ser utilizado por los
profesores para hacer demostraciones o por los mismos es-
tudiantes para trabajar juntos en pequefios grupos. Aungue
la idea del laboratorio de mateméticas no es nueva, no ha
sido usada en amplia escala, ni se ha prestado bastante
atencién a la invencién de mecanismos ttiles e ingeniosos.
Este interesante apoyo pedagégico ha sido descuidado. La
financiacién de la colaboracién entre profesores de mate-
maticas e ingenieros para inventar material de laboratorio,
un proyecto que nunca ha sido llevado a cabo, seria una
forma mucho mas acertada de gastar dinero que los diez
millones de dolares dedicados al desarrollo del plan de ma-
tematicas modernas.

¢La dependencia de la intuicién, esté o no respaldada
por demostraciones fisicas, significa que las demostracio-
nes rigurosas y el rigor no juegan ningun papel en la ense-
fianza de las matematicas elementales? De ninguna manera.
Después de que los estudiantes conocen a fondo un resul-
tado y comprenden que un argumento es admisible, el pro-
fesor puede plantear una demostracién deductiva. Sin em-



186 Morris. Kline

bargo, la misma idea de demostracién deductiva es algo
que es preciso aprender, y sélo puede introducirse gradual-
mente. En ningtin caso se deberd «empezar» con demostra-
ciones deductivas, ni siquiera después de que los estudiantes
hayan llegado a saber lo que significan. La demostracién
es el paso final. Ademas, el nivel de rigor debe adecuarse
al nivel de desarrollo del estudiante. La demostracién sélo
debe convencer al estudiante. Debe permitirsele aceptar y
usar algunos hechos que son tan obvios para él que no
advertira que los estd usando. La capacidad para apreciar
el rigor estd en funcién de la edad matematica del estu-
diante, no de la edad de las matematicas. Esta apreciacion
se adquiere gradualmente y los estudiantes deberfan tener
la misma libertad que tuvieron los grandes matematicos
para tomar atajos intuitivos. S6lo deberian introducirse las
demostraciones de cualquier tipo cuando los estudiantes
pensasen que eran necesarias. Las demostraciones tienen
sentido cuando responden a las dudas de los estudiantes,
cuando se demuestra algo que no es evidente. La intuicién
puede hacer volar a) estudiante hasta una conclusién, pero
cuando persistan dudas se le debe pedir que aplique la 16-
gica para seguir el camino por tierra hacia el mismo ob-
jetivo.

Naturalmente, el nivel de rigor puede elevarse segun
progresa el estudiante. Poincaré decia sobre estc: «Por otro
lado, cuando esté mas adelantado, cuando se haya familia-
rizado mds con el razonamiento matemético y su mente
esté mas madura por la misma experiencia, las dudas bro-
tardn por si mismas y entonces tu demostracién sera bien
recibida. Nacerédn nuevas dudas y se le plantearan al nifio
sucesivamente las mismas preguntas que se les plantearon
a nuestros antecesores, hasta que soélo el rigor absoluto
pueda satisfacerle. No es suficiente con dudar de todo, es
necesario saber por qué se duda.» El rigor no refinara una
intuicién a la que no se ha permitido funcionar libremente.
Los estudiantes deben experimentar el paso gradual de lo
evidente a lo no tan evidente y a la necesidad de una demos-
tracién més completa. No se les impondra la necesidad de
rigor, sino que la descubriran.
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Esta aproximacién al rigor es algo mas que una conce-
sién pedagégica. La imposicién gradual del rigor es preci-
samente lo adecuado si se desea explicar cémo se desarro-
llan las matematicas y cémo piensan los matemaéticos.

E. H. Moore, en su articulo «On the Foundations of Ma-
thematics», dice a propésito de esto: «Se plantea la cuestién
de saber si los matematicos abstractos no estan perdiendo
la visién del caracter evolutivo de todos los procesos vitales,
en el individuo o en la raza, al precisar las metas y limites
de la logica y de las ciencias especificamente deductivas.»

Se ha exaltado el pensamiento critico como uno de los
resultados fundamentales del estudio de las matematicas.
Los portavoces de las matem4ticas modernas se enorgulle-
cen de haber promocionado el desarrollo del pensamiento
critico al hacer hincapié en el rigor. Pero la capacidad- de
los estudiantes para pensar criticamente es algo que debe
desarrollarse. Si se les pide que asimilen y reflexionen cri-
ticamente sobre resultados a los que los matematicos han
tardado dos mil afios en llegar, los estudiantes se sentiran
abrumados, y en vez de pensar se daran por vencidos. En-
frentar a los estudiantes jévenes con la formulacién mate-
mitica sofisticada de ideas basicas es como pedir a los
alumnos de un kindergarten que critiquen un trabajo de
filosofia. No hay atajos en el desarrollo de la capacidad
critica. Como dijo E. H. Moore: «A cada edad le basta con
su propio rigor». Y por edad entiende la edad del estu-
diante.

Afortunadamente, los jévenes aceptan como rigurosas
demostraciones que en realidad no lo son, y de ellas apren-
den lo que es una demostracién. ¢Es un engafio? ;No! Es
pedagogia. En cualquier caso es un engafio en el que caemos
nosotros mismos. Al aumentar nuestra propia capacidad
para comprender demostraciones mas rigurosas, podemos
ver los defectos de las demostraciones menos elaboradas
que nos han ensefiado y llegar a dominar demostraciones
mas sélidas. Asi es también como los grandes matematicos
mejoraron gradualmente el rigor de sus resultados. Pero
no olvidemos que no hay una demostracién rigurosa defi-
nitiva. Los simbolismos de la moderna légica simbélica, del
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algebra de Boole, de la teorfa de conjuntos y de los métodos
axiomaticos no han conseguido ni pueden conseguir que
las matematicas sean perfectamente rigurosas.

Respecto a las técnicas de presentacién, hay principios
adicionales que deben observarse. En lugar de conceptos
abstractos deberiamos presentar ejemplos concretos mien-
tras fuera posible. Asi, no importa si un estudiante no puede
dar una definicion general de funcién. Es suficiente que
conozca funciones concretas tales como y =2x e y =2 y
que aprenda a trabajar con ellas. Tras tener alguna expe-
riencia con funciones, el estudiante podra dar su propia
definiciéon. Y tampoco pasa nada si cuando tenga mas expe-
riencias debe modificar la definicién. Esta es precisamente
la forma en que procedieron los mateméaticos desde 1700
hasta 1900. Igualmente, no importa si un estudiante sabe
0 no definir un poligono mientras pueda reconocerlo y tra-
bajar con él. En este sentido un dibujo equivale a mil pala-
bras. Sabemos lo que son los perros y los hombres, y afor-
tunadamente los distinguimos sin haberlos definido. Piaget
ha sefialado que los jovenes necesitan acumular capas de

" experiencia antes de poder dominar la abstraccién. La com-
prensién, en todos los campos del conocimiento, sélo se
alcanza y desarrolla con la experiencia. Como dijo White-
head: «No hay un camino facil para aprender siguiendo un
sendero etéreo de brillantes generalizaciones... El problema
de la ensefianza es conseguir que el alumno vea el bosque
formado por los arboles.»

En vez de multiplicar la terminologia deberiamos intro-
ducir tan pocos términos como fuese posible. Deberian usar-
se palabras comunes, preferiblemente aquellas ya familia-
res al estudiante, aunque se les dé un significado técnico.
La terminologia deberia reducirse a un minimo. Las pala-
bras vienen después de la comprension, y pueden ser las
palabras del estudiante mejor que el lenguaje artificial y
compacto de las mateméticas modernas.

Al igual que la terminologia, el simbolismo deberia re-
ducirse al minimo. Los simbolos asustan a los estudiantes.
Ademas, el significado de los simbolos es algo que es pre-
ciso recordar, y por tanto resultan ser una carga con méas
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frecuencia que una ayuda. La ganancia en brevedad puede
no compensar las desventajas.

Conviene decir algo acerca del contenido. Las dos con-
sideraciones previamente discutidas, la necesidad de ofre-
cer una educacion liberal y la necesidad de motivar a los
chicos deberian tener prioridad en el momento de determi-
nar el contenido de la ensefianza primaria y secundaria. Se-
ria desde luego deseable, dada la naturaleza secuencial de
las matematicas, incluir aquellos temas que normalmente
se enseflan a varios niveles, de forma que los estudiantes
que sigan la materia a nivel de college, no sufran un retra-
so por la omisiéon de temas necesarios. Afortunadamente,
es posible ensefar la mayor parte de los temas del plan
tradicional justificando adecuadamente su interés y expli-
cando su significado. Aunque afortunado, este hecho no es
fortuito. Los temas tradicionales, con la excepcién de unos
pocos, y de una posible reordenacion del algebra, son los
que han probado ser utiles, y por esto han sido ensefiados
con preferencia a otros muchos. Sin embargo, no se deberia
vacilar en prescindir de algunos si fuera posible poner a
punto un programa mas rico y mas vivo. Por ejemplo, la
estadistica y el uso de los computadores son temas funda-
mentales y que despiertan interés. Algunos temas que sea
preciso omitir y que sean necesarios para avanzar en las
matematicas pueden incluirse en cursos dirigidos a los es-
tudiantes que vayan a dedicarse definitivamente a ellas.

Ademas de estas consideraciones, tenemos la cuestién
de la prioridad en importancia de las matematicas y la cien-
cia. No hay nada intrinsecamente malo en la teoria de con-
juntos, y de hecho es algo esencial a nivel universitario.
Pero no se le debe dedicar tiempo a niveles inferiores. Son
mas importantes la aritmética, el algebra y la geometria,
y la teoria de conjuntos no contribuye al ‘aprendizaje de
estos temas. Lo mismo se puede decir del algebra de Boole,
las congruencias, la légica simbdlica, las matrices y el al-
gebra abstracta.

Muchos defensores de las matematicas modernas han
reducido drasticamente la geometria euclidea. Asi, los tex-
tos modernos usuales sustituyen en gran parte la geometria
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sintética por la geometria analitica. Algunos extremistas del
modernismo querrian suprimir la geometria sintética. «Aba-
jo Euclides» y «fuera Euclides» parecen ser las consignas
de las nuevas matematicas. Tal paso seria tragico. La geo-
metria sintética es una parte esencial de las matematicas
cuya base es la geometria euclidea, pero ademas la geo-
metria proporciona la interpretacién grafica de la mayor
parte del trabajo analitico. Los matematicos piensan habi-
tualmente en términos de imagenes, y la geometria no sélo
proporciona imdgenes, sino que sugiere nuevos teoremas
analiticos. Es increible que matematicos expertos pretendan
abolir la geometria sintética.

Es muy conocida la historia del matematico que dando
su clase se detiene de pronto a la mitad de una demostra-
cién. Se dirige hacia la pizarra, dibuja algunas figuras,-las
borra y luego puede continuar su clase. Esta anécdota re-
sulta seriamente perturbadora en lo referente a la pedago-
gia, pero es un argumento a favor del empleo de figuras.

Por lo que se refiere al contenido de las matematicas,
los cambios deseables no exigen sino pequeiias modificacio-
nes en el plan tradicional, y todo lo que se diga acerca de
que la sociedad moderna requiere una clase totalmente
nueva de matemadticas es un completo sinsentido.

No basta con esbozar el enfoque y el contenido de los
cursos de mateméticas. La obsesién por el plan de estudios
ha sido en gran parte una huida de la realidad. El problema
mas grave es la educacién de los profesores. Puesto que el
plan debera proporcionar una educacién liberal y ante todo
motivar el interés por los temas que ensefiamos, tendremos
que buscar, respetar y pagar a una nueva clase de profe-
sores, de matemdticos, que puedan dar la preparacién ade-
cuada a los profesores. El plan tradicional fue moldeado
por matematicos relativamente poco informados y sin co-
nocimientos pedagégicos. El plan de matematicas modernas
fue elaborado conjuntamente por esta misma gente y por
investigadores estrechamente especializados en matemati-
cas puras igualmente carentes de conocimientos pedagdégi-
cos. La gente que necesitamos tendr4 que poseer amplitud
de juicio no sélo en matematicas, sino también en las diver-
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sas areas en las que las matematicas han influenciado
nuestra cultura. Tendran también que ser educadores. Esto
significa que tendran que saber qué demostraciones y qué
abstracciones pueden manejar los jovenes, y qué interesa a
los chicos de diez afios y a los de catorce. Ademas, la ampli-
tud y apertura de juicio deseable en el profesor ideal reque-
ririan que él viese también las matematicas desde un punto
de vista no matematico y que pudiese apreciar asi las acti-
tudes y problemas de los jovenes. Dicho a grandes rasgos,
el profesor de matematicas ideal no sélo deberia saber lo
que ensefia, sino también a quiénes se lo ensefia. Necesi-
tamos, en otras palabras, profesores de amplios conoci-
mientos académicos y educativos, por oposiciéon al investi-
gador especializado y autocentrado. _

Lo mas probable es que el tipo de persona que necesi-
tamos tendra que haberse formado en los departamentos
de matematicas de las escuelas de graduados * y se encon-
trara vinculado a las universidades. El programa apropiado
para preparar este tipo de personas no existe por el mo-
mento. Ni parece probable, desg raciadamente, que las escue-
las de graduados vayan a encergarse de su preparacion. La
inercia y la estrechez de las escuelas de graduados pueden
verse a partir de una cuestién estrechamente vinculada con
ésta. Las escuelas de graduados preparan doctores para la
investigacion. Sin embargo, hace unos diez o quince afios
que se ha reconocido que la mayor parte de los doctores
preparados por las escuelas de graduados, un setenta y cin-
co u ochenta por ciento, no investigan después de haber
obtenido el doctorado. Esta gente se coloca en colleges o en
pequefas universidades en que la ensefianza es la actividad
y el objetivo principales. Hace diez afios, un comité conjunto
de la American Mathematical Society y de la Mathematical
Association of America recomendé que las escuelas de gra-
duados ofreciesen un programa alternativo dirigido a la
preparaciéon de profesores de college, en vez de a la prepa-
racién de investigadores, buscando mas la amplitud que la

* Las escuelas para graduados cubren en Estados Unidos las ense-
fianzas correspondientes a nuestros cursos de doctorado. (N. del T.)
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profundidad. A estos hipotéticos profesores podria serles
concedido el habitual grado de doctor o un nuevo grado
llamado doctorado en artes. Pese a que esta recomendacion
parecia ser realista y prudente, ninguna de las méas impor-
tantes escuelas de graduados del pais la sigui6. Hacia 1970,
diez de las universidades menos prestigiosas comenzaron
a experimentar este programa bajo subvencién de la Car-
negie Corporation. Conociendo a la administracion de las
universidades, cabe preguntarse si su principal incentivo
para realizar el experimento fue lo acertado del programa
o el acuerdo financiero.

Los profesores de universidad no estan interesados en
la formacién de profesores de college. Consideran que este
trabajo es degradante y rebaja la categoria de sus depar-
tamentos. La formacién de matematicos con la amplitud
de miras y la capacidad necesarias para tratar los proble-
mas pedagégicos de la ensefianza primaria y secundaria exi-
girfa un abandono atn mas radical de los programas orien-
tados hacia la investigacion, y los actuales profesores de
universidad no dirigiran una preparacién de esta indole y
de hecho no estan preparados para dirigirla.

Algunas universidades han tratado de enfrentarse al pro-
blema de formar mejores profesores de centros escolares
contratando profesores universitarios de matematicas para
formar profesores escolares. Esta idea, fundamentalmente
valida, no ha funcionado, y es interesante ver cuéles han
sido las razones. Los matematicos han visto siempre la for-
macién de profesores de matematicas como una actividad
inferior (lo que estaba justificado en el pasado por la baja
calidad de las escuelas de formacién). Por tanto, los mate-
maticos que se sienten bien instalados en los departamentos
de matematicas no aceptaran trabajar en la formacion de
profesores escolares de matematicas. Desgraciadamente, las
universidades que trataron de contratar matematicos uni-
versitarios para formar profesores escolares de matematicas
buscaron matematicos con prestigio, y tales hombres se
mostraron todos poco dispuestos a aceptar lo que sus cole-
gas considerarian una posicién inferior. A menudo se pre-
senté el caso de que quienes se sentian atraidos por la
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formacién de profesores de matematicas eran quienes 0 bien
1no habian tenido mucho éxito en su papel como matema-
ticos o quienes se sentian atraidos por factores tales como
el dinero o el mayor prestigio de la universidad a la que
irfan. Pero estos hombres no tenian por qué ser buenos
educadores y de hecho no lo son. Los mas adecuados para
formar profesores escolares de matematicas serfan clara-
mente los matematicos de amplia formacién con un genuino
interés por la educacién, pero este tipo de personas no des-
taca en el mundo matematico, y seria mas dificil de locali-
zar. Ademas, sus nombres no darian prestigio a Ja univer-
sidad que los contratara, porque el prestigio de las mate-
maticas se construye sobre la investigacion, y teniendo en
cuenta la intensa especializacién actual, esto casi siempre
significa estrechez de miras. Por consiguiente, en la atmdsfe-
ra de la universidad actual, todo esfuerzo para obtener mate-
maticos que se dediquen a la formacion de profesorado
conduce al cruce de un caballo y un asno (no importa quién
es quién) y produce una progenie estéril o sélo consigue
atraer a quienes no son ni lo uno ni lo otro y fracasan
por ello.

La primera de las funciones de los matemaéaticos univer-
sitarios deberia ser mejorar la formacién de los profesores
de matematicas para la ensefanza primaria y secundaria.
Actualmente el conocimiento de mateméticas que estos pro-
fesores poseen es a menudo inadecuado; tampoco se les
pide que sepan nada sobre el uso y la importancia cultural
de las matematicas. En particular carecen de conocimientos
cientificos. Claramente tales profesores no estan prepara-
dos para explicar la matemdtica como una parte de las hu-
manidades, para justificar el interés de las matematicas me-
diante problemas no matematicos o para aplicar las mate-
maticas. La mayor parte de los profesores estan convenci-
dos de que las matematicas son importantes y se lo dicen
a sus estudiantes. Sin embargo, no pueden mostrar su im-
portancia y asi sus intentos para convencer a los estudiantes
carecen de conviccién. Los estudiantes pueden ver a través
de las certidumbres vanas.

Hay también otras fuerzas que actian contra la posibi-
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lidad de formar adecuadamente al profesorado. Un comité
de la Mathematical Association of America, Committee on
the Undergraduate Program in Mathematics (CUPM), ha
preparado un programa para la formacién de profesores
de matematicas para la ensefianza secundaria. Los cursos
de college recomendados para esta formacién son los de
geometria analitica y célculo, 4lgebra abstracta, algebra li-
neal, geometria, probabilidad y estadistica, légica y conjun-
tos. En absoluto se sugiere, ni mucho menos se exige, que
estos futuros profesores deban estudiar ciencias.

En la actualidad los profesores escolares estan en un
dilema. Muchos viven en pequefias comunidades que no
estan cercanas a las grandes universidades. Los que podrian
matricularse en los cursos de mateméticas en la universidad
no estan mucho mejor. Si entran en el ciclo de graduados
de la universidad tienen que seguir un programa de master
o doctor en matematicas. Los cursos de estos programas
estan dirigidos a formar investigadores matematicos, y por
tanto no ofrecen la amplitud que los profesores escolares
necesitan. Ademas, los cursos son demasiado dificiles. La
alternativa para los profesores es ir a una School of Edu-
cation *. Aqui pueden aprender sobre la educacién, pero no
aprenden mateméticas. Asi, los profesores no estan en la
mejor posicion para juzgar qué es importante en matema-
ticas y desarrollar su competencia para ensefiar y escribir
textos escolares.

La formacién de buenos profesores es mucho mas im-
portante que el plan de estudios. Tales profesores pueden
hacer maravillas con cualquier plan. Recordemos cuantos
buenos matematicos se han formado con el plan tradicio-
nal, que es decididamente insatisfactorio. Un mal profesor
y un buen plan darén una mala ensefianza, mientras que
un buen profesor superara las deficiencias de cualquier plan.

¢Quién va a preparar el plan «correcto» para el futuro?
Las personas adecuadas para hacerlo son los matematicos
de amplia formacién y los profesores de escuelas primarias
y secundarias maduros, experimentados y con una prepara-

* Escuelas de formacién de profesorado. (N. del T.)
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cién suficiente. Se puede consultar a investigadores, psicé-
logos y educadores ordinarios, pero no deben ser cierta-
mente ellos quienes lleven el peso del trabajo. Por lo demas,
los profesores escolares deberfan ser los 4rbitros para esta-
blecer qué se debe ensefiar y cémo debe ensearse. Ellos
son los tinicos que han trabajado con jévenes y que conocen
la forma de interesarles y qué grado de abstraccion pueden
asimilar.

¢Qué criterio de éxito deberia utilizarse? No se deberia
buscar que los estudiantes avanzaran lo més posible en ma-
tematicas —muchos centros de ensenanza secundaria se
enorgullecen actualmente de que sus alumnos estudian
calculo—, ni que aprendieran nociones sofisticadas. Cuando
el cincuenta por ciento de los graduados en ensefianza se-
cundaria puedan decir honestamente que les gustan las ma-
tematicas y que comprenden su significado, entonces ha-
bremos alcanzado un gran éxito en la ensehanza de las
matematicas.

A la vista de la vergonzosa historia de la ensefianza
de las mateméticas, tanto en el pasado como en la actuali-
dad, ¢como es posible que las matematicas hayan sobrevi-
vido en este pais, y que tengamos unas matematicas flore-
cientes e incluso sélidas en términos generales? Pienso que
lo que hemos conseguido se lo debemos a unos pocos
profesores inteligentes, maduros y dedicados, que por su
cuidado en la eleccién de lo que se debe resaltar y por su
encanto y magnetismo personales han atraido a las mate-
maticas a algunos estudiantes. Son estos espiritus nobles
quienes nos han salvado del desastre.
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